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CHP6 : LES NOMBRES COMPLEXES

I. NOTIONS DE BASE

On considere tous les couples de réels z = (x, y) € R%.

« On définit alors deux lois + et x par, si z = (x,y) et 2’ = (x', y'),alors
z+2 =(x+x,y+y)et z2 = (xx' —yy , xy' + x'y).
On note i = (0, 1), couple tel que i* = (—1,0).

On se permet de noter x le nombre (x,0) pour x réel.

En pratique, On notera z = (x, y) = (x,0) + (0, y) = x +1iy.

—‘@’— (C, +, x)est un corps commutatifs

Laloi + est associative et commutative :

mVz,z,2"€C, (z+2)+2"=z+ (2 +2")
BmVzzZeC z+7=7+z

Laloi x est associative et commutative :
W Vzz,2"€C, (zx2)xz"=zx(z' x2"),

BVz7eC zxz' =72 xz

Laloi x est distributive sur laloi +:

V.

WmVzz,2"€C, zx(2+2")=zx2 +z2x2"

"

0 est un élément neutrede + surC:vVzeC,z+0=0+z=z.
1 est un élément neutrede x surC:VzeC,zx1=1xz=z.

Tout élément est symétrisable pour la loi + :
VzeC,3AZ eClz+7 =0.

On note alors z’ = —z.

Les calculs avec les lois + et x se passent "comme dans R " en utilisant i* = —1.
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Tout élément non nul est symétrisable pour la loi x :
VzeC\{0}, Fz"eClzxz'=1.

_ 1
Onnotealors z”' =z ! = =.
z

1) PARTIE REELLE,IMAGINAIRE

Partie réelle,imaginaire

VzeC, z=Rez+iJmz

Rez = partie réelle de z.

~__déf . .
Jmz = partie imaginaire de z .

z dif est I'affixe du point M(PRez, Jmz).

Le point M((Rez, Jmz) est 'image du nombre complexe z

O%?;Linéarité defRe, et Jm

Soient (z,z') € C%, aeR.

e N

B z=7 < (Re(z) =Re(2) et Tm(z) = Tm(2))
B Re(z+7) =NRe(z) +Re(2), Tm(z+z)=Tm(z)+Im(Z)

B Re(az) =oRe(z) et Im(az) = aim(z)

n n n n
Vzp,...,zn€C,  Re (Z z,-) =) Re(z;) et ﬁm(z zi) =) Jm(z;)
i=0 i=0 i=0 ]

i=0
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Formule du binome de Newton

n
VneN, (z1+2)" = Z ( )z{czg_k

n
k=0 k

2)CONJUGUE , MODULE , ARGUMENT

5
Soit z € C un nombre complexe.

B Le conjugué de z est le nombre complexe z =Rez —iJmz

B Le module de z est le nombre complexe

|z| =V zz= \/%ez(z) +Im?(2)
B SizeC",unargument de z, noté arg(z), est un nombre réel 0 tel que :

z=|z|(cosO +isinB) = Izleie

e Lensemble des arguments de zest: {0+2kmn| ke Z}

, . déf ., . < 1
e L'argument principale de z = l'unique argument de z appartenant a 'intervalle | — 7, 7t] .

Exemple

Déterminer module et argument de z = \/ 2+v2+i \/ 2-v2.
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%;Propriétés
Soit (z, 2') € C.
B Propriétés du conjugué

o z+7Z =z +zZ etzz/ =z 72

[ )
all
Il
N

[ ]
w»n

—

N\

LN

e
—
=

Il

SRe(z) =

or 7 -
et Jm(z) = -
2 21

Propriétés du module
|Re(2)| = |zl, et [Im(2)| < |z

e |z]|=0 << z=0
VkeN, |zK| = |zl

!/ !/
e |zZ'| =|zl|Z|

_ . z |Z|
. |z|:|z| e Siz #0, |—:—
7z |Z/|
B Propriétés des arguments
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls, alors :
1 .
e arg|—|=-—argz=argz[2n]

z

o arg(zz') = argz+argz'[2m]

° arg(i) =argz—argz'[27] e Vpez, arg(zP)=p-argz[2n]
Z/

z#0
<~ arg(z) =0[n]

— Tmz)=0 < z=2
_ z#0

z€eR
— arg(z) = g[n]

z€IR < fRe(z)=0 <— z=-z

( Exercice )

Soit a et b de module 1 et z € C, montrer que
z+abz—a+b
Re =—1
a->b
4 W 2024-2025
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%;Inégalité triangulaire

B Soit (z,2') € C? alors on a les propriétés suivantes :

e

Izl - 12| =1z X 2| < |2l + 2|

W Vzy,...,2,€C,

n

n
1> zil< ) |zl
i=0

i=0

( Exercice )

Soient z € C* et z' € C. Montrer

|z+ 7| =zl +|2'| <= 3INeR?, 2 = Az
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( Exercice )

Montrer pour (u, v) € C2.
L |u+vlP+lu—vP =2(luf®+v?).

2. lul+|vis|lu+vl+|u-—v.

B LES NOMBRES COMPLEXES 6 W 2024-2025




MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

o Disque ouvert,fermé

Soientae C et reR*.

B Ledisque fermé de centre a et derayonr:
D(a,r)={zeCl|lz—a| <1}

B Ledisque ouvert de centre a et derayonr:
D(a,r)={zeCl|lz—al| <1}

B Lecercle de centre a etderayonr:

€E(a,r)={z€eCl|lz—a|=r1}

4)LES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

%Le groupeU ={ze€C/ |z]| =1}

Vz1,22€lU, 2z1xzp€el,
3
V(z1,22,23) EU”, 21 x (22 x 23) = (21 X 2) X z3,

VzelU, zxl=1xz=z,
VzeC, zeU<— —-=72

z
Vz1,22€U, z1x20=2y% 2.

N J

On dit que (U, x) est un groupe commutatif, appelé groupe des nombres complexes de
module 1.

. . 0 . ] déf . .
Lexponentielle imaginaire e "= cos0+ isin6

m VzeC, zelU <= (EIBEIR, z=ei9)

_ 1
B VzeC, zeU<—=z=-
z
I 0/ r:r’ !
mre?=re? = rnr >0
0=0"[2n]
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. _. 1 _-
m %=1, e’ezﬁ:e 0
e

m -] = dkeZ, 6=2kn

; ; —
el(6+6) — 019,10

|
iz i 1 7
e2 =1 et = — 4 —
Bim 1 7 V2 V2
ed =——+4+ — )
V2 V2 PR A B
2 2
Prugpes L p—— ei.():eQiTrzl
e % =i
\Il
-@-Remarques

m tu:{e"e/ eeue}

B Lexponentielle imaginaire est un morphisme de groupes

®+) — Ux)
0 . 20

N °
-@-Formules importantes
Formules d’Euler :
i0 4 o—i0 pi0 _ o—i0
M cosO=—— M sinf= ——
2 21

Technique de 'angle moitié :

7

. , a—Db\ ifatb . 0\
le’“+elb:2cos( 5 )el(z] lele+1:2cos(5)ele/2

; ; a—b\ jfab ; 0) i(®
] e’“—elb:2isin( 5 )el( 2 ) ] l—e’e:—Zisin(E)el(z)

Formule de Moivre : Soient ne Z, et 0 eR
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(cosB +isinB)" = cos(nBO) + i sin(n0O)

( Exercice )

Soient a, b € U tels que ab # —1 , montrer que :

a+b

eR
1+ab

Applications
Soient (12,0) e N x R,

1. Exprimer cos(n0) al’aide de cos(0). On trouvra cos(n0) = P(cos9)
ol P est un polynome de la forme suivante :

n - k
PX)= ). (—1)’“( ok )X” 2k(1-x2)

0<k<%

2. Montrer que

. s Nk n n—@2k+1) 2mk
51nn9—81n90<gn1( 1) ( ok 1 )cos 0 (1 - cos”6)
<k<3

3. Linéariser sin® (x) cos? (x)
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5)EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

= Exponentielle d'un nombre complexe

VzeC, e? dif emezeijmz
Pour tout z € C,
B e #£0; |e?] = M@ et arg(e®) = Im(z) [27]
B 7 =e” < (Re(2) =Re(2) et Tm(2) = Im(2) [27])
%Propriétés
) + - *; .
B exp: { (G:Z ) . (Cezx) est un morphisme de groupes
Vz,2 €C, &% =e%e?
m Vze(C, e? =¢e?
B VzeC, VkeZ, (ez]k = k2
/ eZ
B Vz,Z eC, 7% =—
eZ
B Lensemble des solutions de 'équation ¢° = w :
Re(z) =In|w]

Voel’, e"=w = { Jm(z) = arg(w) [2n]

{In|w| +iarg(w) +2ikn/ kez}
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Exemple
Résoudre dans C les équations suivantes :

1)ef=1 2) e* =2i 3)e**=1+iV3

k=0 k=0

§ B oexp() zp) =[] e*

! ! !
B Vz,z €C, ef=e" <= z-z €2inZ

6)NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

Soient A, B, C, D des points distincts deux a deux d’affixes respectifs a, b, c, d

B Laffixe du Ve(:'[eunﬁ%> estb—a m AB=|b-aq
B (AB,CD) = arg(m) [2m7] M (e;,AB) =arg(b-a)2n]
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(AB,AC) = 0[]

Cér_gcgg) = 0[n]

eR
b—a

(c—a)b-a)eR

m A, B,C sont alignés

11

(AB,CD) = 0[n]
d-c
):0[211]

B (AB)//(CD)

arg(b_a
d-—c

eR
b—-a _
(d-c)(b-a)eR

1117

(AB,CD) = = [n]
d—c)

m (AB) L (CD)

=i
2

arg(b_a

d_ce R
i

b—a _

(c—a)(b—a)eiR

1y

m A,B,C et D (non alignés) sont cocycliques (}TCE,E) = (B_CE,@) =0[n]

[

|
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Exemple
Déterminer I’ensemble des points M(z) dans les deux cas suivants :

1. M(2), A(z%), B(z®) sont alignés.
2. Le triangle ABM est rectangle en M .

3@'— Applications 1 : Equation complexe d’une droite

% B Déterminer une équation complexe d'une droite & passant par deux points distincts
A B.
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Exemple
Déterminer une équation complexe de la médiatrice A du segment [A, B].

3@'— Applications 2 : Equation complexe d’un cercle € (Q, R)

'Y B Déterminer une équation complexe du cercle € (Q(w), R).
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( Exercice )

Déterminer 'ensemble E={z€C, |z—4|=V2|z—1|}

7)RACINES n-1EME DE L’UNITE

Soient n € N*.

e

. . .., déf
z € C est une racine n-ieme de l'unité < z"" =1

\

Notation : On note U, '’ensemble des racines n-ieme de 1'unité :

Up={zeClz"=1}
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fg Déterminer les racines n-ieéme de 'unité.

Proposition

SoitneN, n=2.
. 2k
[un:{e’T, ke[[o;n—n]}

Sion note w = eiz?n .Alors:
U, = {wk, ke [[O;n—l]]}.

Il y a exactement n racines n-émes de I'unité deux a deux distinctes .

N\

-@’- Propriétés des racines n-iéme de 'unité

[Un:{wk, keuo;n—l]]}.

B (05" = e, WK =,
n—1 n—1
u Zwk: ..................... ] Hwk: .....................
k=0 k=0
Z 71— H 1P
zeU, zeUy,
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é W=, B =, I I T L

SoitneN, n=2
1. Résoudre dans C I'équation (z—1)° — (z+1)° =0

2. Résoudre dans C I'équation (z—i)" = (z+1)"
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n-1 .
- Zn—lz (Z_ezﬂcn/n): H (z— )
k=0 wel,
n-1 n-1 .
- Zk: (Z_e21kn/n — l‘[ (z—w)
k=0 k=1 wely, \{1}
Exemple
Z-1= 22-1=
Z' —1= 22-1=

-\@’- Interprétation géométrique

% B Les éléments de U, sont les affixes des sommets d'un polygone régulier a n cotés
inscrit dans le cercle unité.

9 = . .
J =17 2in 2im i

Us est 'ensemble des sommets U4 est 'ensemble Us est 'ensemble des sommets Us est I'ensemble des sommets
d’un triangle équilatéral. des sommets d’un carré. d’un pentagone régulier. d’un hexagone régulier.
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8)RACINES 7n-IEME D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Soient Z=Re'* e C*, neN*.

’

déf
zeCestuneracine n-ietmedeZ < z"=7

V)

NB : Chercher les racines n-iéme de Z, c’est résoudre I'équation z" = Z.
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L’équation complexe z" = Z admet n racines distinctes. Son ensemble solution est
donné par :

il & 2kn
S, = {zk: {l/ﬁe’(n+ n ), ke[[O;n—l]]}
n P& k 2ikn
= {zk: VRe!n x ok, ke[[O;n—l]]} avec w=e n
n—1
B Factorisationde z"—-7: VzeC, z"'-Z= H (z— zx)
k=0

-@’- En particulier
Soient Z = Re* € C*

B Les deuxracines carrées de Z sont :
i 1
Z()Z\/ﬁe2 5 Z1:—\/ﬁ€2

B Les trois racines cubiques de Z sont :

20 = e/ﬁei% y &1 = e/ﬁei%j y K2 = Vﬁei%jz
Exemple
2v2
Calculer les racines cinquiemes de j et li
—1i
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( Exercice )

Résoudre dans C les équations :

a)(z+ i) =8i b (z+2)*=4v20 +1) 0z —-1=i

2-1-i= (z+2)*-4=

- @’- Interprétation géométrique

Soit Z = Re'®.
Les racines n-iemes zgy, 21, ..., 2,1 de Z sont les affixes des sommets Ag,Aj,...,A;—1 d'un
polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle du centre O et de rayon VR.
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9) EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENT COMPLEXES.

az®+bz+c=0 avec (cz,b,c)e(ﬁ3 eta#0

On introduit le discriminant A = b®> — 4ac € C.

W Casl:SiA=0:

¢ Unique solution:

o Factorisation :
B Cas2: SiA#0:

¢ Deux solutions :

¢ Factorisation :

B Cas particulier: Si A <0, avec (a,b,c) sont réels :

¢ Deux racines complexes conjuguées :

¢ Factorisation dans C :

B A.HASNI
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Exemple

Résoudre I'équation complexe suivante : z2 — (1 +5i)z—2(1 — i) = 0.

¢ ( Exercice )

Résoudre dans C les systémes suivants :

) x+y=2
(Sﬂ-{ 2y=2

B LES NOMBRES COMPLEXES
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10)SIMILITUDES & ISOMETRIES

B Le plan complexe 22 est muni du repére orthonormé (O, ey, (e2)),
B f:C— Cune application de C vers C.

B F:% — 22 une transformation géométrique du plan associé a f signifie :

7' = f(2) <= M'(z) = F(M(2))

Exemples
La trasformation géométrique associée a I'application f : z — z est symétrie orthogo-
nale par rapport a I’axe des abscisses.

L'application f est dite similitude directe de rapport A >0si:

Vz,Z €C, |f(2)-f(Z)=Az-2|

En particulier: A =1 f est dit isométrie :

Vz,7 €C, |f(2)-f(2)=1z—-2]

-@'— Remarques
m Si f estune similitude de rapport A >0, alors :

FM)F(N) = AMN

Les isométries préservent les distances. F(M)F(N) = MN.

La composée de deux isométries est une isométrie.

La composée de deux similitudes est une similitude de rapport le produit des rap-
ports de celles-ci.

B Il est clair que toute similitude est injective.

Toutes les similitudes planes sont les applications de C dans C de la forme
f:z—az+b ou f:z—az+b

ou(a,b) € C? avec a #0.
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10)INTERPRETATION GEOMETRIQUEDE [ :z— az+b
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