MPSI 2 m LYCEE MEDITERRANEEN A.HASNI

CHP3 :LES ENSEMBLES

1. Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux parties d'un ensemble E.

B Lintersection
XEANB<«<— (xeAetxeB)

B Laréunion
XEAUB <= (xe Aou x € B)

B Ladifférencede A etB
XeEA\B<= (xeAetx¢B)

B Ladifférence symétrique

x€ AAB < (x€ A\Bou x € B\A)

B Lecomplémentaire de A dans E

xeA< xeBetx¢A

—‘@’- Proprietés
Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E.
Complémentaire :
A=A E=9, AUA=E, AnA=0
ASB<BcA
Intersection :

ANA=A, ANE=A, Ang=09.
AnB=BnAet (AnNB)nC=AnBnNC)
ANB=@p <> AcB et AnNB=A<=>ACB.
AcB=ANC)cBNC(C)
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Réunion :

AUA=AAUE=E, Aup=A
AUB=BUA et (AUB)uC=Au(BuQ()
AUB=E<=>ACB et AUB=B<=ACB
ASB= (AUC) S (BUC)

Réunion et intersection :

s N\

AnBuC)=AnB)u(AnCQC)
AuBNC)=AUuB)Nn(AUuCQ)
ANB=AUB

AUB=ANB
Ac(BNnC)=(AcB et Ac(O)
(AuUB)cC= (AcC et BcQ)
ANB<SB et AC(AuUB)

(€ V)

Différence symétrique :

AAB = (A\B) U (B\A) = (AUB)\(ANB)
AAMA =@, AAp=A, AAE=A

AN (BAC) = (ANB)A(ANC).

AAB =BAA, AA(BAC) = (AAB)AC

g Preuve

2. Linclusion et I'égalité

Pour A et B deux parties d'un ensemble E .

AcB<— [(VxeE), xe A— x € B]
A=B<—AcB et BSA
— [(Vx€eE), xe A < x€B]
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%Pour montrer «A C B»
Montrerque Vxe€E,xe A=— x€B
Dans ce cas ,on rédige souvent comme suit :
Soit x € A
Montrons que x € B
3
Donc x€B
Exemple
Soit E un ensemble non vide. o
Montrer que VA, Be Z(E), AcB«<= BcA
-\@’- Remarques
g AZB<=3xeA, x¢B
On note £ (E) 'ensemble des parties de 'ensemble E.
%Pour montrer «A = B»
Méthode 1 :Par double inclusion, A<BetBcA
Méthode2 : (VxeE), xeA< xeB
Meéthode 3 : Opérations sur les ensembles
e ANBUC)=ANB)UANCQC) cAUBNC)=AUuB) N(AuC)
«ANB=AUB «AUB=ANB

«A\B=ANB

Méthode 4 : Fonction caractéristique .
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R — {01}
XA : 1si xeA

T XA(x):{ 0si x¢A

N

AcB ¢ (VxeE),xa(x)=xsx)
A=B © xa=xs

3. Exercices d’entrainement

« ExErCICE1l )

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble non vide E. Montrer que :

AUB=E —
AnB=9 } B=A
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€ EXERCICE2 )

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble non vide E. Montrer que :
AAB = (AUB)\(AnB) AnB\C)=(AnB)\(AnC)

<€ EXERCICE3 )

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble non vide E. Montrer que :
A=B<=ANnB=AUB ANB=ANnC<>AnB=ANC.
ANnB=ANnC
AuB=AuC

}@B:C. AUB=ANnC<BcACcC.

€ EXERCICE4 ) :

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble non vide E. Montrer que :
(A\C)n(B\C) = (AnB)\C (A\C)u (B\C) = (AuB)\C

< EXERCICE5 )

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble non vide E. Montrer que :

AABAC) = (AAB)AC

Propriétés liées aux unions et intersections infinies

Soient (A;) ;¢ une famille de partiesde E, et Bc E:

UJAi={xI13ieLxeA;} (A ={x|VielLxeA;}
i€l iel
Bn|UJA:/|=UBnA) BU([MA;|=BUA))
i€l i€l i€l i€l
Ce [UJA: | = (CeA)) Ce|MAi ] =U(CeAs)
i€l iel i€l iel
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Définition :Partition d'un ensemble

Soient Ay, ...,A, des parties non vides de E .

{A1,...,Ay} est une partition de E si :

B E=A U---UA,.
B V(G ell,nl®izj=ANA=0

\ J/

Dans ce cas :
n

VBe 2([E), B=|JBnA))
i=1

Définition :Produit cartésien

Le produit cartésien de E et F est 'ensemble noté E x F :

r \

ExF={(a,b)/acE et beF}

. )

On note E? = E x E, et plus généralement E” =ExE x ... xE.

propriétés du produit cartésien
Soit E, F et G des ensembles Alors :

7 \

B ExF=¢p< (E=9)ou (F=9).
B EuF)xG=(ExGQU(FxGQG).
B EnNExG=ExGnNEFxGqG).
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