APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout ce chapitre K =R ou C.

1. Lensemble des applications linéaires £ (E,F)

1.1) Qu’est ce qu'une application linéaire?

DEFINITION

Soient E, F deuxK-ev.

Une application f : E — F est dite linéaire si:

{ m Vx, y€E, fx+y)=fx)+ fy)

B Vx,eE, Vaek, flax) =af(x)

B Onnote Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E vers F .

Vocabulaire

Soit f € Z(E,F).Onditque f estun:
B Isomorphismesi f est bijective. On note f € GL(E,F) .

B EndomorphismesiE =F.Onnote f € Z(E).

B Forme linéaire si F =K . On note f € Z(E, K).

%;Deux endomorphismes usuels

m 6: E — E B idg:

B AutomorphismesiE =F et f bijective. On note f € GL(E) .

E — E
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O%)‘;AUTRE DEFINITION PRATIQUE

feZ(EF) < (Vx,yeE), Va,pek), flax+Py) =af(x)+pf(y)

Exemples
¥

Les applications suivantes sont des applications linéaires :
B P RX] — RX] m ¢: €(01,8) — R
1
p — P’ f — f fndr
0
o3 K — K B oo M®  — MR
(x,y,2) ~— ax+by+cz A S 'A—A

o5 RV — RV s €% (R) — € (R)

u — v f — f” — 2f’ =+ f

VneN, v,=ups1—2u,
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-\@’-Remarques
Si fe Z(EF),alors:
f(Og) =0F
FO_Nix) =Y Nif(xp)
i=1 i=1
Exemples

Soit f € Z(K,[X]) tel que :

f)=0,fX) =1, fX?) =2X%,...... , fX™ = nx" !

1.2) Noyau,Image d’'une application linéaire

Proposition :Image directe -Image réciproque

Soit f € Z(E,F)
B A sevde E = f(A) estunsevde F

B B sevde F = f_l(B) estunsevde E

B APPLICATIONS LINEAIRES 3 2024-2025



MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

DEFINITION

Soit f: E — F une application linéaire
B Limagede f:

Im(f) £ {fx)/ xeE}=f(®)

B Lenoyau de f:

Ker(f) €' {xeB/ f(x) =0}

*0-Remarques
¢ q

m Kerfc , Imfc

Soit f € £(E,F)

B Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

B Imf estun sous-espace vectoriel de F.
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B S,(R) ={Ac.#,[R)/'A=A}estuns.e.vde ./, R)

Soit f € £(E,F)

B [ est injective < ker(f)={0g}

B [ est serjective <— Im(f)=F

R> — R?
x,y) — ((x+y,x-2Y)
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¢v EXERCICE

Soitf:{ RE(] : RI[,)/(]

1. f est-elle injective?

2. Montrer que f est surjective .

B Sous réserve d’existence :

{ e ho(af +Pg)=ahof+Phog

e (af +Ppg)oh=afoh+pPgoh
-\@’-Remarque

[ ] ZEF — Z(GF [ ] ZEG) — Z(EE)
f — foh f — hof

% Les deux applications suivantes sont linéaires .
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-\@'-Remarques
| VfEff(E,F), (idF)Of:fO(idE)Zf
o kerfckergof
m Vf € ZLEF,Vg € ZEG) :
e Imgof clmg
m Vf,ge LEF, Im(f+g clmf+Img
B feGLE) «— 3dge Z(E), gof =idg et fog=idg

B feGLEF) < 3dge L(EE), gof=idg et fog=idy

B [c<GL(EF), gcGLEG) = gof € GLE,G). (gof) ' =

¢v EXERCICE

Soit E un espace vectoriel sur R. On considere f et g deux éléments de E tels que
fog=8gof.

1. Montrer que Ker f et Im f et sont stables par g.

2. On suppose que E = Ker f + ker g. Montrer que go f =0.
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fof...... of sineN*
fndgf nfois
Idg sin=0

B (L(E),4,0) oottt

Soit f,g e Z(E) tels que fog=gof

n
B BinémedeNewton: (f +g)" = Y CKfFogh™*
k=0

B Factorisation: [ —g" = (f—g)o(f" ' + f"og+...... +g" "
B Enparticulier: Idg — g" = (Idg — g)o(ldg + g +...... +g"™
¢ EXERCICE

Soient f,g,he Z(E) telsque f=3idg+g, et g2=0.
1. Déterminer pour tout entier naturel n non nul f”

2. Si h est nilpotent ,montrer que idg — h est un automorphisme de E et expri-
mer sa réciproque .
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%;DEFINITION :POLYNOME D’ENDOMORPHISME [ € Z(E)

Soit P(X) = Y apX* e K[X]

k=0
déf
BP(HZ Y arff=apide+arf+...... anf" € L(E)
k=0
déf
B P polynéme annulateur de [ &= P( f)=0
-\@'-Remarques

Soit Pe K[X], fe Z(E)

m = fMof™ M frof™=f"of" ® foP(f)=P(flof

P(f) = apidg+ a1 f+......anf" = f € GL(E)
=3

ag #0 ft=
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77 EXERCICE
Soit fe L(E) telque: f2=2f+3idg
1. Montrer que f est un automorphisme de E et exprimer son inverse .

2. Déterminer f" en fonction de f

Propriétés

Soit BQ e K[X], fe Z(E)

B P+Q()=P(HH+Q(f) mP(HoQ(f)=Q(HoP(f) m (PQ)(f)=P(f)oQ(f)

2. Endomorphismes usuels

2.1) Projection vectorielle

DEFINITION

Soit Eun K—evet EG deux sevsupplémentaires dansE, E=Fa&G

B On appelle projection vectorielle sur F parallélement a G ,I’application

p: E — E
X — p(x):xF
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53 Graphiquement

Soit p € Z(E)

B VYVxeF pkx)=x
p projection sur F parallélementa G <
B VxeG px)=0

On note (i, ], k) la base canonique de R>.

p: R — R
x,y3,2) — (x,90)

est la projection Sur ........cccceeceeevverieniennene parallelement a .......cccceevevvieeniennnenne

¢+ EXERCICE

Soit F et G deux sev de E = R, [X] définis comme suit :
F={bX+cX?/ (bc)eR?} et G={a+aX/ acR}

On admet que F & G = Ry [X].On note p la projection sur F parallelement a G
Déterminer p(1+2X+X?) , p2+X%) , pl-X)
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53 Solution

Propriété d’'une projection

Soit p une projection sur F suivant G .Alors :

B p estun endomorphisme (p € £ (E))

® pop=p
B kerp=G , Imp=F

DEFINITION

Soit E un K—ev

def B peZ(E)
. . ~ =
p est dit projecteur de E <

W pop=p
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- @'— Remarques

Si p est un projecteur de E ,alors

B VxeE, x—px) € ker(p)

B Vxelm(p), p(x)=x

Si p est un projecteur de E ,alors

E = kerp @ Imp

N\ [ 7/
-@-Remarques
§ B Une projection sur F parallélement a G est un projecteur .

B Un projecteur p est une projection sur Imp parallélement a kerp.
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2.2) Symétrie vectorielle

DEFINITION
Soit Eun K—ev et EG deux sev supplémentaires dansE, E=Fe&G

B On appelle Symétrie vectorielle par rapporta F parallélement a G ,I’application

s: E — E
x — Ss(x)=xgp—xg

g Graphiquement

Soit s € Z(E)

sestla symetrie par rapporta F parallélement a G si et seulement si,

{l VxeF sx)=x
B VxeG sx)=-x
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%Exemple

On note (7, f, 75) la base canonique de R3.

s: R3 — R3

est la symétrie par rapport a..........c...... parallelement @ .........cccceevveevueenennnen.

Propriété d’'une projection

Soit s une symétrie par rapport a F suivant G ,alors

B sestun endomorphisme (s € Z(E))
B sos=idg
B F=ker(s—idg) , G=ker(s+idg)

DEFINITION
Soit E un K—ev

def B se (B
. P ~ =
s est dit symétrie de E <

W sos=idg

B APPLICATIONS LINEAIRES 15 2024-2025



MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

- @'— Remarques

Si s est une symétrie de E ,alors

B sestautomorphismedeEets ' =...

B Vxeker(s—idg), s(x)=......
W Vxeker(s+idg), s(x)=.....

¢v EXERCICE

< Soit p un projecteur de E .Vérifier que 2p — idg et une symétrie de E.

Si s est une symétrie de E ,alors

ker(s —idg) @ ker(s +idg) = E
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*O“Remarques
@ q

B Une symétrie par rapport a F parallélement a G est une symétrie de E .

B Une symétrie s est est la symétrie par rapport a ker (s — idg) suivant ker (s + idg).

1
H p= E(s + idg) est le projecteur sur ker (s —idg) suivant ker(s+idg) .

¢v EXERCICE

Soient p et g deux projecteurs d’ un espace vectoriel E, tels que po g = 0.
Onposequer=p+qg—qgop.

1. Montrer que r est un projecteur.
2. Montrer que Ker r = Ker pnKer g.
3. Montrer que Imr =Imp +Img.
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