APPLICATIONS LINEAIRES

EN DIMENSION FINIE

Dans tout ce chapitre K =R ou C.

1. Déterminer u € £ (E,F) sur une base de E

%;Exemple

Soit (e;, e2, e3) 1a base canonique de Rietue ¥ ([R3) ,tel que
u(e1) =(1,2,1), u(e;) =(0,0,1), u(e3)=(1,1,0)

On aalors:

Y(x,y,2) €[R3, U(X, Yy Z) = ettt et

Théoréme

Soient E, F deux[K-ev.

a N

M (e;);e1 unebasede E
= (A ue ZEF), (Yiel), ule;)=f;
B (f;)ie1 une famille de F
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%Exemple

Lapplication linéaire suivante

v RyXI —  R,X]

P — P’
est aussi définie par :
v =0,yX) =1, yX?) =2X,...... WX = X"t
n
Ainsi : \U(Z aka) T trstesstssn st s et s a bbb s e b s e bt s ba e s a s s bab s sas s sabe s bbe s bt sasas
k=0

- @’- Remarque

B Une application u € Z(E,F) est déterminée entierement et d'une maniere unique par ses
valeurs sur une base de E

B Si (e;);e1 est génératrice en particulier une base de E

B alors (u(e;))je1 estune famille génératrice de Im(u)

Im(u) = ..o,
B En dimension finie
W Si(ep,ey,...... en) est génératrice en particulier une base de E
W alors (u(ey), u(ey),...... ,u(ey)) est une famille génératrice de Im(u)
Im(u) = oeeveeeevnnnnnnne.

¢+ EXERCICE 1

Déterminer Im(u), et dim(Im(u))
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53 Solution

¢+ EXERCICE 2

< Soient u€ Z(E,F) et Aune partie de E .Montrer que u(Vect(A)) = Vect(u(A))

¢+ EXERCICE 3
Soit u € Z(Ry[X]) défini par:

u(1) =3+4X-5X%, uX)=-4-7X+10X% u(X? =-2-4X+6X?

Montrer que u est un projecteur de Ry [X]

N\ ! / ,

-@-Methode
Pour montrer que deux applications linéaires sont égales ,il suffit de montrer qu’elles se
coincident sur une base .
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2. Isomorphismes en dimension finie

Soient u € Z(E,F) et 28 une base de E.

B uestinjective << u(9A) estlibre.

B uestsurjective <=  u(9%) est génératrice de F.

B u est bijective <~ u(%A) estune basedeF.

B A.HASNI

¢+ EXERCICE 3

u: R3 — Ra [X]
(a,b,c) — aX’+bX+c

Montrer que u est un isomorphisme de R> vers R, [X]
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-@'— En général
SiB=(f1,f2..-... fn) estune base de E ,alors les applications suivantes :
@: K" — E y: E — K"

n n
(X1,%2,...%n) — Y Xif; Y oxifi —  (x1,%2,...%p)

sont des isomorphismes

Caractérisation par la dimension

Soit E, F deux [K-ev de dimension finie, alors

E et F sontisomorphes <= dimE =dimF.

N ! /
-@-Remarques
Soientu € Z(E,F) avec E,F deux K-ev de dimension finie.
B u est injective — dimE..... dimF.
B u estsurjective — dimE.... dimF.
B u est bijective — dimE..... dimF.
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Conséquence

B Tout espace vectoriel de dimension 7 est isomorphe a K"

B Deux espaces vectoriels de dimensions différentes ne sont pas isomorphes.

O%?;Exemples
‘ B R? et R, [X] ne sont pas isomorphes.
m R® et Ry[X] sont isomorphes.

3. Théoréme du rang et conséquences

3.1) Rang d’une famille de vecteurs

DEFINITION

Soit & = (v, v2,...Vp) une famille de E .
On appelle rang de la famille % |'’entier naturel (noté rg(%) )

rg(7) < dim (Vect(%)))

%;Exemples

m Dans R[X] :rg(1,X,...,XP) = W Dans R :rg((1,2,3),(2,4,6)) =

B Dans R® :1g(cos,sin) =
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3@'— En général

S (vi,v2,...... vp) estlibre < rg(vy, vo,...... Up) = e

Propriétés

Soit E un K-ev de dimension finie n. dimE =n

B rg(vy, vo,...... = J—
B rg(vy, vo,...... Vp)=n<= E=.s
B rg(vy, vo,...... V) =n< (v, Vs,...... UJ) eeeeeeeeennnnnneeeeaaeaaaaaananns

3@'— Méthode :Pour déterminer le rang d’'une famille.
rg(vy, v, ...... Up) est inchangé par les opérations suivantes :
B Sion retire les vecteurs v; =0
Vi <—V j

Vi «— v,-+)\vj

Vi —av; a0
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¢+ EXERCICE 5
Soit (e, ez, e3) la base canonique de RS
1. Calculer rg(e; + e2,e2 + e3,e3 + €1)

2. Calculerrg(e; + e +e3,e1 +e2,2e; +2e2 + e3)

3.2) Rang d’une application linéaire

DEFINITION

Soit E un K-ev de dimension finie,et u € £ (E, F).

On appelle rang de u € Z(E,F) 'entier naturel (noté rg(u) )

rg(w) <" dim (Im(w))

“O“Remarque
¢ q

{ m Si(ep,eo,...... en) est une base de E

W alors Imu=...cccccevvvvvveeinnnnnns

<> EXERCICE 6
e R3 — R3
X,z — xX+)y,y—2z2+x)

Déterminer le rang de f et une base de Imf .
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B A.HASNI
53 Solution
¢ EXERCICE 7
u: R,X] — R,[X]
P — XP'-2P
Déterminer r g(u)
g Solution
Soit E un K-ev de dimension finie, et u € £ (E,F).

u est injective = I8(U) = oo,
u estsurjective <= 1g8(U) = ccevvervrrrierirnennens
u est bijective = IZ8(U) = e
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Théoréme

Soient E,F deux K-ev, u € £ (E,F) et soit Gun sevde E.

BSi E=Kerw)aeG

B alors G et Im(u) sont isomorphes.

Théoréeme du rang

Soient E, F deux K-ev tel que E de dimension finie,et u € Z(E, F).

rg(u) = dimE — dim(Keru)
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3@'— Remarques
§ B Théorémedurang: dimE =dim(Keru)+dim(Imu)
B dim(Keru) =0 < dim(Im u) = dimE

Théoreme

Soitue £(E,F),Si dimE=dimF alors:

uinjective <= usurjective <= u bijective
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{}EXERCICE 8
R S Ry [X]
(a,b,c) — (a+bh)X*+(a+c)X+(a+b+c)

Montrer que f est un isomorphisme R3 vers R, [X]

¢+ EXERCICE 9

Soit ay, ..., a, des réels distincts .

@: R,X] — Rt
P —  (P(ao),...,P(an))

Montrer que ¢ est un isomorphisme R, [X] vers R"*1
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Soient E K-ev de dimension finie,et f € Z(E).

fEGL(E) < 3dge Z(E), gof =idg ou fog=idg

*©“Remarque
\@ q

< Laréciproque de la corollaire n’est pas vraie au cas de dimension infinie.

%;Exemple

f: RX] — R[X] g§: RX] — [R{[X]x
P — P P — g(P):x-—»f P(n)dt
0
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-@'— Remarques :Théoreme du rang sur la restriction u/y;
Soitue £ (E,F) et HsevdeE.

dimH = dim(H nKeru) + dim(u(H))
En particulier : Soient f € Z(E,F), ge Z(EG) Si H=Im(f)

dimIm(f) = dim(Im(f) nKer(g)) + dim(g(Im(f)))

Conséquences

Soient f € Z(E,F), ge Z(EQG)

g est injective =  18(80f) = eeirienn.

f estsurjective — 1g8(g0f) = ceriirruennene.

f estbijective =~ = 18(80f) = .eerrrrrerennn.

g estbijective =~ = 18(80f) = ceeirrieiennne.
3@'— Remarque

< un i i I u icati inéaire .
La composée par un isomorphisme ne change pas le rang d'une application linéaire

¢+ EXERCICE 10

Soient E, F deux K-ev, E; et E; deux sous-espaces de E telsque E=E; @ E, .
Supposons que u; € Z(E1,F), up € £L(Ey,F).
Montrer qu'il existe unique f € Z(E,F) telque f/g, = u et fig, = up.
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