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CHP 9 : SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

I. SUITES RÉELLES
1) GÉNÉRALITÉS

Une suite réelle (un) est dite :

majorée si ∃M ∈R : ∀n ∈N un ≤ M.

minorée si ∃m ∈R : ∀n ∈N m ≤ un .

bornée si elle est majorée et minorée.

bornée ssi ∃M ∈R+ : ∀n ∈N |un | ≤ M.

constante si ∀n ∈N,un = un+1.

stationnaire si (un) est constante à partir d’un certain rang.

périodique si ∃N ∈N∗,∀n ∈N,un+N = un .

croissante si ∀n ∈N,un ≤ un+1.

décroissante si ∀n ∈N,un+1 ≤ un .

monotone si elle est croissante ou décroissante.

strictement croissante si ∀n ∈N,un < un+1.

strictement décroissante si ∀n ∈N,un+1 < un .

strictement monotone si elle strictement croissante ou strictement décroissante.

Définitions

Opérations sur les suites

Soientt u = (un)n≥0 et v = (vn)≥0 deux suites réelles et λ ∈R, on définit dans RN :

Addition : u + v
déf= (un + vn)n≥0 .

Multiplication par un réel : λu
déf= (λun)n≥0 .

produit : uv
déf= (un vn)n≥0.
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Si u et v sont bornées alors λ.u, u + v, uv sont aussi bornées.

Proposition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

2) SUITES RÉELLES CONVERGENTES

Soient u = (un) et ` ∈R ,

(un) converge vers ` ⇐⇒ ∀ε> 0, ∃n0 ∈N, ∀n ∈N, n ≥ n0 ⇒|un −`| ≤ ε.

⇐⇒ ∀ε> 0, ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, |un −`| ≤ ε
Dans ce cas ,on note lim

n→+∞un = ` ou limun = ` .

La suite (un) diverge si elle n’est pas convergente,

(c’est-à-dire si elle n’admet pas une limite finie.)

Définition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Illustration géométrique
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lim
n→+∞

n −1

n
= 1

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

lim
n→+∞

sinn

n2 +1
= 0

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

Écrire un programme calculant et affichant un entier n ∈N∗ à partir duquel∣∣∣∣sin(n)

n2 +1

∣∣∣∣≤ 10−6

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Python
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Si la suite (un) converge alors sa limite est unique .

Proposition : Unicité de la limite

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

lim
n→+∞un = ` ⇐⇒ lim

n→+∞ |un −`| = 0.

lim
n→+∞un = 0 ⇐⇒ lim

n→+∞ |un | = 0.

lim
n→+∞un = ` 6̀=0=⇒ lim

n→+∞ |un | = |`|.

Remarques

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Théorème :Convergence et bornitude

Toute suite réelle convergente est bornée.

.....................................................................................................................................................

Preuve
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

La réciproque est fausse : La suite
(
(−1)n)

n∈N est bornée ,mais ne converge pas

Remarque

Proposition

Soit u = (un) une suite réelle
• lim

n→+∞un = 0

• La suite (αn) est bornée .

=⇒ lim
n→+∞αnun = 0

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

lim
n→+∞

sinn −arctan(n)

n
= 0

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple
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lim
n→+∞

(−1)n

p
n +1

= 0

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

3) LIMITES FINIES ET RELATION D’ORDRE

Proposition

Soit (un) une suite réelle telle que lim
n→+∞un = ` et M,m ∈R.

Si M < ` , alors ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, un > M.

Si `< M, alors ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, un < M.

Si m < `< M , alors ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, m < un < M.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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Soit (un) une suite réelle telle que lim
n→+∞un = `

Si 0 < ` , alors ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, un > 0.

Si `< 0, alors ∃n1 ∈N, ∀n ≥ n1, un < 0.

Si ` 6= 0, alors ∃n2 ∈N, ∀n ≥ n2, |un | > |`|
2

.

En particulier

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Soit (un) une suite réelle telle que lim
n→+∞

un+1

un
= 1

4

Montrer que : ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, |un | ≤
(

1

2

)n−n0

|un0 |
.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exercice

Théorème :Conservation de l’inégalité

Soient u = (un)n≥0 et v = (vn)≥0 deux suites réelles
• un ≤ vn à partir d’un certain rang

• (un) et(vn) convergent .
=⇒ lim

n→+∞un ≤ lim
n→+∞vn
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve


• un < vn à partir d’un certain rang

• (un) et(vn) convergent .
6=⇒ lim

n→+∞un < lim
n→+∞vn


• un ∈ [a,b] à partir d’un certain rang

• (un) converge vers une limite ` .
=⇒ ` ∈ [a,b]

Remarque

THÉORÈMES DE CONVERGENCE ( PRATIQUES)

Théorème
• |un −`| ≤ vn à partir d’un certain rang

• lim
n→+∞vn = 0 .

=⇒ lim
n→+∞un = `

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Théorème des gendarmes

On suppose que wn ≤ un ≤ vn à partir d’un certain rang .
• lim

n→+∞vn = `

• lim
n→+∞wn = `

=⇒ lim
n→+∞un = `

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Exercice

Soient u = (un)n≥0 et v = (vn)≥0 deux suites réelles avec lim
n→+∞un vn = 1.

On suppose que un , vn ∈ [0,1] à partir d’un certain rang .Montrer que la suite
(un) convege et déterminer sa limite .

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

solution
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Exercice

On considère la suite de terme général : Sn =
n∑

k=2

1

k

1. Pour k ∈N∗− {1}, comparer
1

k
avec

∫ k+1

k

d t

t
et

∫ k

k−1

d t

t
.

2. Montrer que
Sn

lnn
−→

n→+∞ 1.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

solution

Théorème de convergence monotone

Soit u = (un) une suite réelle .

Si (un) est une suite croissante et majorée alors


• (un) converge

• limun = sup(un)

Si (un) est une suite décroissante et minorée alors


• (un) converge

• limun = inf(un)

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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Soit (un) la suite de terme général : un =
n∑

k=1

1

k2 .

1. Montrer que ∀k ∈N∗− {1},
1

(k −1)k
= 1

k −1
− 1

k
.

2. En déduire que la suite (un) converge.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

Étudier la nature des deux suites (un) , (vn) de termes générals :

un =
n∑

k=1

1

n +k
vn =

n∏
k=1

2k −1

2k

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

Soit u = (un) , v = (vn) deux suites réelles .

u et v sont dites adjacentes ssi


• l’une croissante et l’autre décroissante

• limun − vn = 0

Définition :Suites adjacentes
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Soit (un) et (vn) deux suites adjacentes (avec (un)n∈N croissante et (vn)n∈N décroissante).
.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Illustration graphique

Théorème des suites adjacentes

Si (un) et (vn) sont deux suites réelles adjacentes alors elles convergent vers une
même limite ` .

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Si


• (In = [an ,bn])n∈N est une suite (de segments) décroissante (In+1 ⊂ In)

• lim
n→+∞bn −an = 0 .

Alors
⋂

n∈N
[an ,bn] est un singleton.

Application : Segments emboîtés
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

4) LIMITES INFINIES

Soit u = (un) une suite réelle ,

lim
n→+∞un =+∞ déf⇐⇒ ∀A ∈R, ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, un ≥ A

lim
n→+∞un =−∞ déf⇐⇒ ∀B ∈R, ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, un ≤ B

Définition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Illustration graphique

Écrire un programme calculant et affichant la valeur du premier entier n tel

que :

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

1p
k

∣∣∣∣∣≥ 104

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Python
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Théorème :Divergence par comparaison

Soit u = (un) , v = (vn) deux suites réelles .
• vn ≤ un à P.C.R

• lim vn =+∞ .
=⇒ limun =+∞


• un ≤ vn à P.C.R

• lim vn =−∞ .
=⇒ limun =−∞

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Étudier la nature de la suite (un) de terme général :

un =
n∑

k=1

1p
k

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple
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Étudier la nature de la suite (un) de terme général :

vn =
2n∏

k=1

(
2− k

2n

)
.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Exemple

limun = 0+ ⇐⇒ lim
1

un
=+∞

limun = 0− ⇐⇒ lim
1

un
=−∞

Formes indéfinies :
∞
∞ ,

0

0
, ∞×0, +∞−∞

Remarque

Soit u = (un) une suite réelle ,

Si (un) est une suite croissante non majorée alors


• (un) diverge

• limun =+∞

Si (un) est une suite décroissante non minorée alors


• (un) diverge

• limun =−∞

Théorème :Divergence et monotonie
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Théorème de la limite monotone

Toute suite réelle monotone admet une limite ` ∈R=R∪ {+∞,−∞}

5) SUITES EXTRAITES

Si ϕ :N→N est une application strictement croissante ,alors ∀n ∈N,ϕ(n) ≥ n.

Lemme

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Les suites extraites de la suite (un)n∈N sont les suites de la forme
(
uϕ(n)

)
n∈N avec

ϕ :N→N strictement croissante

Définition
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Par exemple : (u2n)n∈N , (u2n+1)n∈N , (u2n )n∈N sont des suites extraites de la suite (un)

Si ϕ, ψ :N→N strictement croissante ,alors :(
uϕoψ(n)

)
n∈N est une suite extraite de

(
uϕ(n)

)
n∈N

Remarque

Théorème

Toute suite extraite
(
uϕ(n)

)
n∈N d’une suite (un) de limite ` ∈R tend aussi vers `.

limun = ` ∈R =⇒ limuϕ(n) = `

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Remarque

Théorème

Soit u = (un) une suite réelle , ` ∈R
• limu2n = `

• limu2n+1 = `
⇐⇒ limun = `
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Exercice

Montrer que la suite

(
n∑

k=1

(−1)k

k

)
n∈N∗

est convergente.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

solution

Théorème de Bolzano Weistrass

De toute suite réelle bornée on peut extraire une sous-suite convergente.
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Toute fonction réelle f continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes .

Application

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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II. BRÈVE EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

Soit z = (zn) une suite complexe.

(zn) est dite bornée
déf⇐⇒ ∃M ∈R+,∀n ∈N, |zn | ≤ M

prop⇐⇒ Re(zn) et Im(zn) le sont .

Définition-Proposition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Soit z = (zn) une suite complexe. ` ∈C

lim zn = ` déf⇐⇒ lim |zn −`| = 0

⇐⇒ ∀ε> 0, ∃n0 ∈N, ∀n ≥ n0, |zn −`| ≤ ε.

prop⇐⇒


• limRe(zn) =Re(`)

• limIm(zn) = Im(`)

Définition-Proposition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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Exercice

Soit z = (zn) une suite complexe telle que


• z0 = 1+2i

• ∀n ∈N, zn+1 = 1

3
(zn +2zn)

Étudier la convergence de la suite complexe (zn) .

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

solution

Exercice

Soient (xn) ,
(
yn

)
deux suites réelles.


• x0 = 1, y0 = 1

• ∀n ∈N, xn+1 = xn − yn

2
, yn+1 = xn + yn

2

En introduisant les suites complexes ,montrer que les suites (xn) et (yn)
convergent et déterminer leurs limites .

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

solution
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Propriétes

(Bornitude) : Toute suite complexe convergente est bornée

(Suite extraite) : Si (zn) converge vers ` ∈C ,alors toute suite extraite
de (zn) converge vers `.

• lim z2n = `

• lim z2n+1 = `
⇐⇒ lim zn = `

Les opérations sur les limites sont encore valables pour les suites com-
plexes convergentes.

(Bolzano-Weistrass) : De toute suite complexe bornée on peut extraire une
sous-suite convergente.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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1. Exercices d’entrainement

Exercice 1

On pose, pour n ≥ 1 : un = (lnn)n

n!

1. Montrer que la suite

(
un+1

un

)
n

est convergente de limite égale 0 .

2. Justifier alors qu’il existe un entier N tel que : si n ≥ N alors
un+1

un
≤ 1

2
.

3. Monotonie de (un) ? En déduire, que (un) converge vers 0 .

Exercice 2

1. Montrer que : ∀n Ê 4,∀k ∈ {2, . . . ,n −2},

(
n
k

)
Ê n(n −1)

2

2. En déduire que la suite de terme général un =
n∑

k=0

1(
n
k

) converge et déter-

miner sa limite `.

Exercice 3

1. Établir que : ∀x ∈]0,+∞[, x − x2

2
< ln(1+x) < x.

2. On pose, pour n ≥ 2 :

un =
(

n−1∑
k=1

1

k

)
− 1

n
− lnn et vn =

(
n−1∑
k=1

1

k

)
+ 1

n
− lnn

Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. Conclusion?

Exercice 5

Soit (un)n∈N une suite réelle.
Montrer que si (u2n)n∈N , (u2n+1)n∈N et (u3n)n∈N convergent, (un)n∈N converge.

Exercice 6

Soit (un)n∈N une suite réelle.

1. On suppose que (un)n∈N est croissante et admet une suite extraite conver-
gente. Que peut-on dire de (un)n∈N ?

2. On suppose que (un)n∈N est croissante et admet une suite extraite majorée.
Que peut-on dire de (un)n∈N ?

Exercice 7

Pour tout n ∈N∗, on pose, un =
(
5sin

1

n2 + 1

5
cosn

)n

Montrer que lim
n−→+∞un = 0
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MPSI 2 LYCÉE MÉDITERRANÉEN A.HASNI

Exercice 8

Pour tout n ≥ 2 on pose :

Sn =
n∑

i=1

1

i
, un = Sn − lnn, vn = Sn−1 − lnn

1. Montrer que : ∀x ∈ [0,1[, x + ln(1−x) ≤ 0, x − ln(1+x) ≥ 0

2. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. On notera γ leur limite
commune. Montrer, de plus, que : ∀n ≥ 2, vn ≤ γ≤ un

3. En déduire une valeur approchée de γ à 10−1 près.

(Il suffit de donner la réponse sous la forme de un0 ou vn0 .)

4. Posons : ∀n ≥ 2,

wn = ln
( n

n −1

)
− 1

n

(a) Soit p,k ∈ N tels que p ≥ 2. Exprimer
p+k∑

n=p+1
wn en fonction de up et

up+k

(b) En déduire que la suite

(
p+k∑

n=p+1
wn

)
k∈N

est convergente et que sa limite

noté
+∞∑

n=p+1
wn vérifie :

+∞∑
n=p+1

wn = up −γ
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