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CHP 9 : SUITES REELLES ET COMPLEXES

I. SUITES REELLES
1) GENERALITES

3@'— Définitions

Une suite réelle (u,,) est dite :

majoréesi IMeR:VneN u, <M.

minoréesi dmeR:VneN m=<u,.

bornée si elle est majorée et minorée.

bornéessi IMeR" :VneN |u,| <M.

constantesi VneN, u, = u,.1.

stationnaire si (u,) est constante a partir d'un certain rang.

périodique si AN eN*,VneN, u, N = u,.

croissante si VneN, u; < u,;.1.
décroissante si VneN, u,;.q < uy.

monotone si elle est croissante ou décroissante.

strictement croissante si VneN, u; < u;+1.

strictement décroissantesi VneN, i, < uy.

strictement monotone si elle strictement croissante ou strictement décroissante.

Opérations sur les suites

Soientt u = (1) =0 €t v = (v,;)>0 deux suites réelles et A € R, on définit dans RN

anG déf
® Addition: u+v<= (Un + Vi) nso -

déf

B Multiplication parunréel: Au = (Auy,)nso -

. déf
B produit: uv = (Unvu)n=o.
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%;Proposition

% Si u et v sont bornées alors A.u, u+ v, uv sont aussi bornées.

2) SUITES REELLES CONVERGENTES

-@'—Déﬁnition
Soient u = (u,) et eR,

(u,) convergevers{ <= Ve>0,3dngeN,VneN, n=ny=|u,—¥¢|<e.

< Ve>0,3ngeN, Vn=ng,lu,—¥l <¢

B Danscecas,onnote lim u,=foulimu,==¢.
n—+oo

M Lasuite (u,) diverge si elle n’est pas convergente,

(C'est-a-dire si elle nadmet pas une limite finie.)

%f;lllustration géométrique
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Exemple

Python
Ecrire un programme calculant et affichant un entier n € N* a partir duquel
sin(n
. W] _ o6
ne+1
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%Proposition : Unicité de la limite

< Si la suite (u,,) converge alors sa limite est unique .

O%%Remarques
B lim u,=¢ < lim |u,—¥¢=0.
n—+oo n—+oo

B lim u,=0 < lim |uy,|=0.
n—+oo n—+oo

. 0#£0 .
B lm u,=¢ = lim |u,|=14.
n—+oo n—+oo

Théoreme :Convergence et bornitude

Toute suite réelle convergente est bornée.
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< Laréciproque est fausse : La suite (1" 2en €St bornée ,mais ne converge pas

Soit u = (u;) une suite réelle

o lim u,=0
n—-+oo

e Lasuite (a;;) est bornée .

Exemple
. sin n — arctan(n)
lim =0
n—+0o n

—

lim aj,u,=0
n—+oo
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Exemple

3) LIMITES FINIES ET RELATION D’ORDRE
Soit (u,) une suite réelle telle que nlirfm u,=0etM,meR.

m Si M<?/, alors dngeN, Vn=ngy, u,>M.
m Sifl<M, alors IngeN, Vn=ngy, u, <M.

B Si m<l<M, alors AngeN, Vn=ny, m< u, <M.
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En particulier

Soit (u,) une suite réelle telle que nlirP U, ="~
—T00

m SiO</?, alors AngeN, Vn=ngy, u,>0.

m Sifl<0, alors dAn;eN, Vun=n;, u,<O0.

. €]
m Sif#0, alors An, N, Vn=ny, Iun|>?.

Exercice

. o .u 1
Soit (u#,) une suite réelle telle que lim ntl _ -
n—+o0 Uy, 4

n—nog
Montrerque: dngeN, Vn=ng, |uyl< (5) [,

Théoreme :Conservation de I'inégalité

Soient u = (#,) =0 et v = (V) >0 deux suites réelles

e Uy < v, apartir d'un certain rang

- lim u,< lim v,
n—+oo n—+oo
o (u,) et(vy,) convergent.
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e U, < v, apartir d'un certain ran
n naD g
= lim u,< lim v,

n—+o0o n—+o0o

e (uy) et(vy) convergent.
= fela,b]

{ e up€la, bl apartir d'un certain rang

e (uy) converge vers une limite ¢ .

THEOREMES DE CONVERGENCE ( PRATIQUES)

Théoreme

{ e |u,—¥| <v,apartir d'un certain rang
[ ]

- lim wu,="¢
. —>+

lim v,=0. oo
n—+oo
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Théoreme des gendarmes

On suppose que wy, < u, < v, a partir d'un certain rang .

3 lim v,=2¢
n—+oo

EEN lim u,="¢
n—+oo

3 lim w,="¢
n—+00

( Exercice )

Soient u = (4,) =0 €t v = (v;,)>0 deux suites réelles avec liIP UnUy = 1.
n—+00

On suppose que uy,, v, € [0,1] a partir d'un certain rang .Montrer que la suite
(u,) convege et déterminer sa limite .
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( Exercice )

n

On considere la suite de terme général: S, = Z
=2

r

t

el M

k

fk dt
et —.
k-1 ¢

1 k+1
1. Pour k € N* — {1}, comparer P avecf
k

S
2. Montrer que L —
Inn n—+oco

Théoreme de convergence monotone

Soit u = (1) une suite réelle .

e (un) converge

B Si (u,) est une suite croissante et majorée alors
o limu, =sup(uy,)
e (un) converge

B Si(u;) est une suite décroissante et minorée alors
o limu, =inf(u;)
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Exemple
1
Soit (u,) la suite de terme général: u, = ];1 =
1 1 1

1. Montrer que VkeN* —{1},

Exemple
Etudier la nature des deux suites (u,,), (v,) de termes générals :
L 1 n2k-1
U, = UV, = _
! kz::1 n+k " kl:[l 2k

-\@'-Déﬁnition :Suites adjacentes

Soit u = (uy), v=(v,;) deux suites réelles .

¢ J'une croissante et |'autre décroissante

B u et v sontdites adjacentes ssi
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Illustration graphique

Soit (u,) et (v,) deux suites adjacentes (avec (u,) ,en Croissante et (v,) ey décroissante).

Théoreme des suites adjacentes

Si (uy,) et (vy,) sont deux suites réelles adjacentes alors elles convergent vers une
méme limite ¢ .

%;Application : Segments emboités

e (I, =lan, bul) nen est une suite (de segments) décroissante (1,47 < 1)
Si

n—+oo

Alors ﬂ [an, by] est un singleton.
neN
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4) LIMITES INFINIES

N 2 e,
-@-Deﬁmtlon
Soit u = (uy) une suite réelle ,

. déf
[ | llrll U,=+00 <= VAeR, AngeN, Vn=ngy, u,=A
n—+o0

. déf
[ | hrP U,=-oo <= VBeR, dngeN, Vrn=ny, u,<B
n—+oo

%;Illustration graphique

Python
Ecrire un programme calculant et affichant la valeur du premier entier n tel
que L >10*
=R
m SUITES NUMERIQUES 13

W 2024-2025



MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

Théoreme :Divergence par comparaison

Soit u = (u,), v = (v,) deux suites réelles .

e v,<u, aPCR

e lim u, = +oo
e limv,=+0c0.
e u,<v, aPCR

= lim u, = —oo
e limv,=-0c0.

Exemple
Etudier la nature de la suite (u,,) de terme général :
n
1
un = Z -
k=1 Vk
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Exemple
Etudier la nature de la suite (u,,) de terme général :

Up = ﬁ(z-%)

. .1
B limuy,=0" < lim— =+oc0
Un

B limuy,=0 < lim— =-c
Un

. . oo 0
B Formes indéfinies: —, 0’ oo x0, +00—00
00

N 2 N . o
-@-Theoreme :Divergence et monotonie

Soit u = (1) une suite réelle ,

e (uy) diverge
B Si (u,) est une suite croissante non majorée alors
e limu,=+oc0

e (uy) diverge
B Si (u,) est une suite décroissante non minorée alors
e limu,=-oc0
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Théoreme de la limite monotone

Toute suite réelle monotone admet une limite £ € R = R U {+00, —oo}

5) SUITES EXTRAITES

- @’- Lemme

< Si @:N—N estune application strictement croissante ,alors VneN,@(n) = n.

N » e,
-@-Deﬁnltlon
§ Les suites extraites de la suite (1) e sont les suites de la forme [u(p(n)) nen avec

@:N— N strictement croissante
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B Parexemple: (u2,),en, (U2n+1) nens (U2n) nen sONt des suites extraites de la suite (1)

%Remarque

% Si ¢, v:N—N strictement croissante ,alors :

(Upowm) peny €St une suite extraite de (Up(n)) o

Théoreme

Toute suite extraite (u(p(n))n . d’une suite (u,,) de limite ¢ € R tend aussi vers ¢.

limu,=€eR = limugm =2

Théoréeme

Soit u = (u,) une suite réelle, ¢€R

o limuy,="¢
— limu,="¢
e limuy,q=¢
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( Exercice )

(-1)*

n
Montrer que la suite ( Y ) est convergente.
k=1 neN*

Théoreme de Bolzano Weistrass

De toute suite réelle bornée on peut extraire une sous-suite convergente.
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C%?;Application

< Toute fonction réelle f continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes .
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II. BREVE EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

gl 4 , e, 0 o 0
-@-Deﬁmtlon-Prcposmon
Soit z = (z;) une suite complexe.

. ) déf +
(z,) estditebornée <— 3IMeR",VneN,|z,/<M

prop ~
— fRe(z,) et Im(z;) le sont.

-\@'-Déﬁnition-Proposition
Soit z = (z,) une suite complexe. £€C
limzy =€ < lim|z,—€ =0
<~ Ve>0,3dngeN,Vn=ng, |lz,—FC| <ec.
prop { e limfRe(z;) = Re(0)

e limJm(z,) =Im(0)
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( Exercice )

o zZg=1+2i

Soit z = (z,) une suite complexe telle que 1
e VneN, Zn+1:§(zn+zz_n)

Etudier la convergence de la suite complexe (z;,) .

- ( Exercice ) ~

. JC():L y():l

Soient (xp,), (y») deuxsuites réelles. Xn = Vn _ Xp+Yn
2 ) _Vn+1 - 2

En introduisant les suites complexes ,montrer que les suites (x,) et (y,)
convergent et déterminer leurs limites .

e VneN, x,.1=
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(Bornitude) : Toute suite complexe convergente est bornée

(Suite extraite) : Si (z,) converge vers ¢ e C ,alors toute suite extraite
de (z,) converge vers £.
— limz,=¢
° lim 22n+1 = 4
Les opérations sur les limites sont encore valables pour les suites com-
plexes convergentes.

(Bolzano-Weistrass) : De toute suite complexe bornée on peut extraire une
sous-suite convergente.
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1. Exercices d’entrainement

p ( Exercice 1 )

(Inn)"
On pose, pourn=1:u, =

n!

. Up+1 e 2
1. Montrer que la suite est convergente de limite égale 0 .
Un Jn
Upyr 1

2. Justifier alors qu’il existe un entier N tel que : si n = N alors 5"
Up

3. Monotonie de (u;) ? En déduire, que (u,) converge vers 0 .

- ( Exercice 2 ) )

n nn-1)
1. Montrer que:Vn=4,Vke{2,...,n—-2}, BT

k

n

2. En déduire que la suite de terme général u, = Z
k=0 | T

k

converge et déter-

miner sa limite £.

( Exercice 3 )

2
5 X
1. Etablir que : Vx €]0, +ool, x — = <In(1+x)<x.

2. On pose,pourn=2:

n—ll 1 n—ll 1
un:(z E)—Z—lnn et vn:(z E)+——lnn

k=1 k=1 n

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Conclusion?

- ( Exercice 5 )

Soit (1) ,en Une suite réelle.
Montrer que Si (U25) nen s (U2n+1) nen € (U31) neny CONVergent, (Uy) ,en CcONvVerge.

( Exercice 6 )

1. On suppose que (uy),en €st croissante et admet une suite extraite conver-
gente. Que peut-on dire de (u,) ,en ?

Soit (u#y) ,en Une suite réelle.

2. On suppose que (uy) ,en st croissante et admet une suite extraite majorée.
Que peut-on dire de (uy) ,en?

- ( Exercice 7 )

.11 " .
Pour tout 7 € N*, on pose, u, = [5sin— + —cosn| Montrer que lim u, =0
n2 5 n—+oo
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( Exercice 8 )

Pour tout n = 2 on pose :

n
1
i=1
1. Montrer que:Vxe€[0,1[, x+In(1-x)<0, x—-In(1+x)=0

2. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On notera y leur limite
commune. Montrer, de plus, que:Vn=2, v,<y<u,

3. En déduire une valeur approchée de y 2 10~! pres.
(Il suffit de donner la réponse sous la forme de u,, ou vy,.)

4., Posons:Vn=2,

w":m(nil)_%

p+k
(@) Soit p,k € N tels que p = 2. Exprimer Z wy en fonction de u,, et
n=p+1
Up+k
p+k
(b) En déduire que la suite ( Z wn) est convergente et que sa limite
n=p+1 keN
+oo
noté Y wy vérifie:
n=p+1

+00
> Wn = Up =Y

n=p+1
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