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CHP 12 : STRUCTURES ALGEBRIQUES USUELLES

1. Lois de composition internes (¢ci)

-@'— Définition
Soit E un ensemble non vide.
On appelle loi de composition interne dans E toute application de E x E dans E :

{ ExE — E
(x,y) =— Xxxy

Associativité, Commutativité

Une fci "+ " dans E est dite :
B associative, si V(x,y,z)€E3, (x*xy)xz=xx*(y*2)

B commutative,si VY(x,y)€ E?, x * Yy=Yy*Xx

Remarque

< Lassociativité nous permet d’enlever les parentheses: (x*y)*z=x% (y*2)=Xx*y*2

Exemples
Dans % (E, E), "x =0"
Vf,g,he Z(E,E), (fog)oh= fo(goh)

La composée est associative mais pas commutative.
Dans Z(E), "k =n"

VA,B,Ce Z(E), (AnB)=An(BnC), AnB=BnA

Lintersection est associative et commutative.

Dans .4, (K), "= x"

Le produit matriciel est une {ci associative et pas commutative.
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Elément neutre, unicité

Soit E un ensemble muni d’'une fci " *

m Flément neutre : Un élément e € E est dit élément neutre , si :
VxeE, xxe=exx=x

B Unicité de I'élément neutre : S’il existe, I'élément neutre est unique.

Eléments inversibles

Soit E un ensemble muni d'une £ci "x" d’élément neutre e .

m FEléments inversibles :Un élément x € E est inversible (ou symétri-
sable),si :

dbeE, xxb=eet bxx=e

B Dans ce cas,on dit b est 'inverse (ou le sumétrique ) de x pourla €ci "x

Exemples
Dans & (E,E), "x =0"

Les applications bijectives sont les éléments inversibles .

Dans .4, (K), "= x"

Les matrices inversibles sont les éléments inversibles .
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Unicité de I'inverse

Soit E un ensemble muni d’'une fci

n

x " est associative .

Linverse (ou le sumétrique ),s’il existe, est unique.

n n

Soit E un ensemble muni d’'une £ci "x" associative.
Si x est inversible,alors

Vy,z€E, x*xy=x*xz—y=2

Vy,z€E, yxx=zxx—=>y==z

Tout élément inversible est simplifiable

Proposition : (x * y)'1

m Six et y sont inversibles, alors

e Xx* yestinversible

. (x*y)—l _ y—l oy 5

® Si x est inversible, alors x~! est inversible et (x ™ 1)~! = x
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Exemples
Dans & (E,E), " =0"

Si f et g sont deux bijections de E vers E , alors f o g est une bijection et :
(fo®)'=g tof™!
Dans .4, (K), "k =x"

Le produit de deux matrices inversibles A et B est encore inversible, et que :

(AxB) !=B 1 xA™!

N 2 o e .
-@-Deﬁmtlons :Parties stables
Soit E un ensemble non vide muni d'une £ci " * " .Soit F une partie non vide de E .

B Feststableparlafci "+" — V(x,y)EFz, x*xy€eF

FxF —
| L’application{ )

xy) — est appelée fci induite par * sur F

= ™
*

%;Notations usuelles
Notation additive | Notation multiplicative
* = + * = X

FElément neutre 0g ou 0 1g ou 1

Symétrique de x opposée : —x inverse : x ™!
n fois n fois

% —_——N— —— n

VneN X+Xx---+x=nx XX X=X
Si x est symétrisable Vn € N* (-n)x=n(-x) x "= (x"hH
Y(n,p) € 2° nx+px=n+p)x x"xP = x"*P
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2. Structure de groupes

a) GROUPES

3@'— Définition

(G, *) est groupe si :

s N\

"x" estune (bci) sur G
la (6ci) * estassociative.

la (fci) * admet un élément neutre noté eg ou e.

tout élément de G est inversible.

(€ v

Side plusla (¢ci) * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe abélien .

Groupes usuels
Groupes additifs : (Z, +), (Q, +), R, +), (C, +), (F (E,R), +), RV, +), (M, (K), +).

Groupes multiplicatifs :
« Groupes abéliens: (Q*, x),(Q*", x),(R*, x), (R*", x),(C*, ).
¢ Groupes non abéliens : (%%, 0), (GL,(K), x).

B ¥ désigne I’ensemble des applications bijectives de E vers E.

Regles de calcul dans un groupe
Soient (G, *) un groupe, a,b,y,z€G
B (axbh) '=blxal.
ax*y=axz=—y=2z

1

|
B ary*a'l=zearxy=zray=a'xzxa
|

Pour tout ke Z ,
k fois

f_'% .
axa*...xa Sik>0

a" =1 eg sik=0

(a‘l)(_k) sik<0

W el=eg
B Siaetbcommutent,alors VneZ, (axb)"=a"xb".
B VpgezZ (aP+a¥)=aP", (a’)9=al?

n fois
A~

® Si aetbnecommutentpas, VneN, (axb)"=(a*b)*(axb)*...x(a*h)
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Groupe produit G xH

Soient (G, *) et (H, A) deux groupes. On note "T"la £ci sur G x H définie par :

Pour tout (g, h),(g',h') e Gx H, (g, T, h=(gxg hAh)

Alors (G x H, T) a une structure de groupe.

B (eg,en) 'élément neutre de (G x H, T).

m Linversede (g,h) e GxHest (g71,h71).

b) SOUS-GROUPES

-\@’- Définition :Sous-groupes
Soit (G, *) un groupe et H c G.
On dit que H un sous-groupe de (G, *) si:

B H#9
M Heststablepar*: V(x,y)eH? x*yeH

B H eststable parinverse: VxeH, xleH

{eg} et G sont des sous-groupes ( triviaux) de (G, *)

Exemples
In(K), 2,K), % ([K), «,([K)sontdes sous-groupes de (4, (K), +).

U, U, sont des sous-groupes de (C*, x).

%Caractérisation d’un sous groupe
Soient (G, *) un groupe et Hc G.

eegeEH
H sous-groupe de (G, %) <
e V(x,y) €H2, x*y‘1 eH
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Les sous groupe de (Z, +)

Les sous groupes de (Z,+) sont de la forme nZ, neN

Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G, *)

HnNK estun sous-groupe de G.
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Remarques

Soit H un sous-groupe de (G, *) ,alors

(H, %) est un groupe d’élément neutre ey = eg

Linverse dans H est I'inverse dans G

Exemples
U, x), Uy, x), neN* sontdes groupes commutatifs.

¢) MORPHISMES DE GROUPES

Soient (G, 1) et (G, *) deux groupes .

-\@’- Définition

Une application ¢ : G — G’ est dite morphisme de groupes si :

Vx,y€G, @ex Ly =) *ep(y)

" J

® On note Hom (G, G') 'ensemble des morphismes de (G, *) dans (G', T).

Vocabulaire

Soit ¢ € Hom (G, G')

Isomorphisme si ¢ est bijective. On note ¢ € Isom(G, G.
Endomorphisme si G =G’ . On note ¢ € End(G).

Automorphisme si G = G’ et ¢ bijective. On note ¢ € Aut(G).

Exemples
¢1: Z,4) — (R*,x) g2: R™,x) — R+
p3: R+ — @R, x) ¢s: R+ —  (UO),x)
X —  expx 0 — e™®

¢s: (C,+) — (C",x)
V4 — e
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Remarques
Si ¢ € Hom(G,G'), alors :

" gleg) = ea
B VxeG, o= (pw)"

B VxeG VnezZ ¢x") = (px)"

Proposition :Image directe -Image réciproque

Soit ¢ € Hom (G, G'), alors :

r a)

B A sousgroupe de G = ¢(A) sous groupe de G’

B B sous groupede G’ = ¢ !(B) sous groupe de G
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3@'— Définition
Soit ¢ € Hom (G, G').

B Limagede ¢:

Im(¢y) i {p(x)/ xeG}=9(G)

B Lenoyau de:

Ker () et {xeG/ @x=eg}

Remarques
Soit ¢ € Hom (G, G/).
B yelmPp < i
B xeKer@p < ..
B Kergc , Imgc
Exemple

Le morphisme de groupes
fi®R+)— (C* %)

X — elx

Soit ¢ € Hom (G, G').

M kerg estun sous groupe de G.

® Im @ estunsous groupe de G'.
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Soit ¢ € Hom (G, G').

B ¢ est injective < ker(¢p) = {eg}

B ¢ est serjective < Im (@)= G’
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3. Structure d’anneaux
a) ANNEAUX
-\@'-Déﬁnition

Soit A un ensemble muni de deux £ci notées + et x.
On dit que (A, +, x) est un anneau ssi :

B (A +) estun groupe abélien

B laloi x estassociative

B laloi x admet un élément neutre, noté 1
B laloi x estdistributive par rapportalaloi +

Xx(y+2)=xxy+xxz

Y(x,y, €A3,
(x,3,2) {(x+y)><z:xxz+y><z

N J

Side plusla (ci) x est commutative, on dit que I'anneau (A, +, x) est commutatif.

Anneaux usuels
(Z,+, %), (@, +, x), (R,+, x), (C, +, x) sont des anneaux commutatifs.

(IRN, +,%), (Z(R,R),+, x) sont des anneaux commutatifs.

(M, (K), +, x) anneau non commutatif.

-\@’- Définition

Soient (A, +, x) un anneau, ae€ A.

. . déf . . .
a est dit inversible < a est inversible pour £ci x

On note U(A) ou A* 'ensemble des éléments inversibles de A.

%;Remarques

Les éléments d'un anneau ne sont pas forcément inversibles pour la loi x.

L'élément 1, appartient a U(A) et 1;1 =1a.

Si (x,y) € U(A)?, alors xx ye U(A) et (xxy) =y IxxL
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Si xeU(A), alors x ' € U(A) et (x_l)_1 =X.

Groupe des inversibles d’'un anneau

Soient (A, +, X) un anneau,

(U(A), x) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Exemples
Le groupe des inversibles de I'anneau (Z, +, x)

Uu@z)y=72*=

Le groupe des inversibles de I'anneau (Q, +, x) est

Le groupe des inversibles de 'anneau (4, (K), +, x)

UMy (K)) = Mp(K) =

Régles de calcul dans un anneau

Si (A, +, x) est un anneau ,alors :

B 0p est absorbant :
VaeA, ax0p=0axa=0,x.

B VabeA (—a)xb=ax(-b)=—-(axb).
B VaeA, (-1).a=-a

B ax(b-c)=axb—-axc
B V(ab,c)eA’
(a—-b)yxc=axc—-bxc
B Sin,peZeta,beA,
e n(axb)=na+nb, e n(ab) = (na)b = a(nb)

e n(pa)=(np)b e na=(nlp)a=a(nly)

m Siaxb=bxa, (ab)"* = a"b"

B Formule du bindme de Newton:Siax b= b x a,
n ‘ n kin—k
(a+Db) =k§0( © )a bk,
m Factorisationde " —b" :Siaxb=bxa

n-1
an_bn — (a—b) Z akbn_l_k
k=0
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B Somme géométrique : En particulier, pour tout x € A;

n-1
Ia-x"=Ia-x)x Y x*
k=0

-\@’- Définition

Un anneau (A, +, x) est dit intégre si :

B A est commutatif,
B A#{0a} (c-a-d: 1A #04)

B A n'admet aucun diviseur de zéro, c-a-d :

Y(a,b)eA?, axb=04y = a=0s oub=0,

Exemples

(Z,+, x) est un anneau integre.

(M, (K), + X),(RN, +, %) ,(Z (R,R), +, x) sont des anneaux non integres.

Dans un anneau integre ,tout élément a non nuls est simplifiable a droie et a gauche. c-a-d

Vy,z€E, axy=axz=y=2z

Vy,z€E, yxa=zxa=—=>y==z

B STRUCTURES ALGEBRIQUES 14 W 2024-2025



MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN

B A.HASNI

b) SOUS-ANNEAUX

N 2 o e
_@' Définition :Sous-anneaux

Soit (A, +, x) un anneau et B c A.
On dit que B est un sous-anneau de (A, +, x) si:

B 1,€B
[ | V(x,y)eBZ, x—y€eB
B V(x,y)eB? xxyeB

Exemples

(Z,+, x) est un sous-anneau de (R, +, x) qui est un sous-anneau de (C, +, x).

[RN, +, x) est un sous-anneau de (CN, +,%).

Lanneau (., (R), +, x) est un sous-anneau de ’anneau (.4, (C), +, x).

] B un sous-anneau de (A, +, x) < (B, +, x) est un anneau

¢) MORPHISME D’ANNEAUX

Soient (A, +, x) et (B, +, x) deux anneaux.

-\@’- Définition

Une application f : A— B est dite morphisme d’anneaux si :

7

B f(1a) =18
B Y,y eA’, flx+y)=f@x)+f©)
B V(x,peA? flxxy)=fx)xfy)

Si de plus f est bijectif, f est dit isomorphisme d’anneaux .
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Exemple
Lidentité idz estl'unique morphisme d’anneaux de (Z, +, x) dans (Z, +, x).

Remarques

Si f:A— B estun morphisme d’anneaux

7 \

B f(0A)=08, f(la)=1p
B VxeAVneZ f(nx)=nf(x)
B VxeA®, VneZ [ =(fx)"

d) COrprs

N 2 0,0
-@-Deﬁnltlon
Soit A un ensemble muni de deux £ci notées + et x.
On dit que (A, +, x) est un corps si:

B A#{0p} c-a-d 1p #0a
B (A +, x) est un anneau commutatif,
B tout élément de A/{0A} estinversible. (U(A) =A/{0a})

N J

de manieére équivalente,
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(A, +) est un groupe abélien.
(A/{0a}, x) est un groupe .

laloi x est commutatif et distributive par rapport a la loi +.

Exemples
(@, +,%), (R, +, x), (C, +, x) sont des corps .

(Z,+, x) n'est pas un corps.

QIV3] = {a +bV3,(a,b) e @2} est un corps.

%f; Remarques
Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément non nul est inversible.
Tout corps est un anneau integre.

4. Exercices d’entrainement

. ( Exercice 1 )

Soit (G, *) un groupe.

1. Onsuppose Va,beG, (ax* b '=a!«b! Montrer que G est un groupe
abélien.

2. On suppose Ya,b e G, (a=* b)?> = a* « b* Montrer que G est un groupe
abélien.

3. On suppose Ya € G, a’ = e Montrer que G est un groupe abélien.
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( Exercice 2 )

0 1 —sin0
1. Montrer que A = -1 0 cosO | estnilpotente d’indice 3.
—sin® cosO 0

2. La matrice A est-elle inversible?

t2
3. On pose M(f) =13+ tA+ EAZ.

Montrer que I'ensemble G = {M(?) | t € R} est un groupe pour le produit
matriciel.

p ( Exercice 3 )

Soit A un anneau non réduit a {0}, tel que : Vx € A, x*=x.

1. Montrerque VaeA: a+a=0.
2. En déduire que A est commutatif .
3. Montrer que Va,be A: ab(a+b)=0.

( Exercice 4 )

Onnote Z[i] ={a+ib| a,b e Z} 'ensemble des entiers de Gauss.

1. Démontrer que (Z[i], +, x) est un anneau.

2. Déterminer ses éléments inversibles.

p ( Exercice 5 )

Soit H et K deux sous-groupes d'un groupe (G, *)

1. Montrer que Hn K est un sous-groupe.

2. Montrerque HUK estun sous-groupe < HcKouKcH.

( Exercice 6 )

L'application transposée

My[R) — Mu([R)
M — M

est-elle un isomorphisme de I'anneau (.4 (R), +, x) dans lui-méme?

- ( Exercice 7 )

cosx -—sinx
sinx cosx |

Pour tout réel x, on pose R(x) = (

1. Calculer R(x)" pour tout entier n > 1.
2. Montrer que {R(x)/ x € R} est un sous-groupe abélien de (GL2(R), x).

1 —tan0 )

3. Pourfe]— = + 1| T=
. Pour oty LonposeT=( o .

Calculer T" pour tout entier 7.
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( Exercice 8 )

Soit n=2.0n pose w = e'’n . On définit I'ensemble Z[w] par :

n—1
Zlw] = { > axw®; (ag,an,...,an-1) € Z"}
k=0

Démontrer que Z[w] est un sous-anneau de (C, +, x).

( Exercice 9 )
b
OnposeH:{( _6% E); a,beC}.

1. Montrer que (H, +, x) est un corps non commuttif.

2. Résoudre dans H I'équation A? = —I,.
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