
MPSI 2 LYCÉE MÉDITERRANÉEN A.HASNI

CHP 12 : STRUCTURES ALGÉBRIQUES USUELLES

1. Lois de composition internes (`ci )

Soit E un ensemble non vide.
On appelle loi de composition interne dans E toute application de E×E dans E :

∗ :

{
E×E −→ E
(x, y) 7−→ x ∗ y

Définition

Associativité, Commutativité

Une `ci "∗" dans E est dite :

associative , si ∀(x, y, z) ∈ E3, (x ∗ y)∗ z = x ∗ (y ∗ z)

commutative , si ∀(x, y) ∈ E2, x ∗ y = y ∗x

L’associativité nous permet d’enlever les parenthèses : (x ∗ y)∗ z = x ∗ (y ∗ z) = x ∗ y ∗ z

Remarque

Dans F (E,E), "∗= o"

∀ f , g ,h ∈F (E,E), ( f og )oh = f o(g oh)

La composée est associative mais pas commutative.

Dans P (E), "∗=∩"

∀A,B,C ∈P (E), (A∩B) = A∩ (B∩C), A∩B = B∩A

L’intersection est associative et commutative.

Dans Mn(K), "∗=×"

Le produit matriciel est une `ci associative et pas commutative.

Exemples
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Élément neutre, unicité

Soit E un ensemble muni d’une `ci "∗" .

Élément neutre : Un élément e ∈ E est dit élément neutre , si :

∀x ∈ E, x ∗e = e ∗x = x

Unicité de l’élément neutre : S’il existe, l’élément neutre est unique.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Éléments inversibles

Soit E un ensemble muni d’une `ci "∗" d’élément neutre e .

Éléments inversibles :Un élément x ∈ E est inversible (ou symétri-
sable),si :

∃b ∈ E, x ∗b = e et b ∗x = e

Dans ce cas ,on dit b est l’inverse (ou le sumétrique ) de x pour la `ci "∗"

Dans F (E,E), "∗= o"

Les applications bijectives sont les éléments inversibles .

Dans Z, "∗=×"

−1 et 1 sont les seuls éléments inversibles .

Dans Mn(K), "∗=×"

Les matrices inversibles sont les éléments inversibles .

Exemples
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Unicité de l’inverse

Soit E un ensemble muni d’une `ci "∗" est associative .

L’inverse (ou le sumétrique ),s’il existe, est unique.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Soit E un ensemble muni d’une `ci "∗" associative.
Si x est inversible,alors

∀y, z ∈ E, x ∗ y = x ∗ z =⇒ y = z

∀y, z ∈ E, y ∗x = z ∗x =⇒ y = z

Tout élément inversible est simplifiable

Remarque

.....................................................................................................................................................

Preuve

Proposition : (x ∗ y)−1

Si x et y sont inversibles, alors


• x ∗ y est inversible

• (x ∗ y)−1 = y−1 ∗x−1

Si x est inversible, alors x−1 est inversible et (x−1)−1 = x

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

STRUCTURES ALGÉBRIQUES 3 2024-2025



MPSI 2 LYCÉE MÉDITERRANÉEN A.HASNI

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Dans F (E,E), "∗= o"

Si f et g sont deux bijections de E vers E , alors f ◦ g est une bijection et :

( f ◦ g )−1 = g−1 ◦ f −1

Dans Mn(K), "∗=×"

Le produit de deux matrices inversibles A et B est encore inversible, et que :

(A×B)−1 = B−1 ×A−1

Exemples

Soit E un ensemble non vide muni d’une `ci "∗" .Soit F une partie non vide de E .

F est stable par la `ci "∗" ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ F2, x ∗ y ∈ F

L’application

{
F×F −→ F
(x, y) 7−→ x ∗ y

est appelée `ci induite par ∗ sur F

Définitions :Parties stables

Notation additive Notation multiplicative
∗=+ ∗=×

Élément neutre 0E ou 0 1E ou 1

Symétrique de x opposée : −x inverse : x−1

∀n ∈N∗
n fois︷ ︸︸ ︷

x +x · · ·+x = nx

n fois︷ ︸︸ ︷
x.x · · ·x = xn

Si x est symétrisable ∀n ∈N∗ (−n)x = n(−x) x−n = (x−1)n

∀(n, p) ∈Z2 nx +px = (n +p)x xn xp = xn+p

Notations usuelles
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2. Structure de groupes

a) GROUPES

(G,∗) est groupe si :

"∗" est une (`ci ) sur G

la (`ci ) ∗ est associative.

la (`ci ) ∗ admet un élément neutre noté eG ou e.

tout élément de G est inversible.

Si de plus la (`ci ) ∗ est commutative , on dit que (G,∗) est un groupe abélien .

Définition

Groupes additifs : (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (F (E,R),+),
(
RN,+)

,
(
Mn,p (K),+)

.

Groupes multiplicatifs :

• Groupes abéliens :
(
Q∗,×)

,
(
Q∗+,×)

,
(
R∗,×)

,
(
R∗+,×)

,
(
C∗,×)

.

• Groupes non abéliens : (SE,◦), (GLn(K),×).

SE désigne l’ensemble des applications bijectives de E vers E.

Groupes usuels

Soient (G,∗) un groupe , a,b, y, z ∈ G

(a ∗b)−1 = b−1 ∗a−1.

a ∗ y = a ∗ z =⇒ y = z

a ∗ y ∗a−1 = z ⇐⇒ a ∗ y = z ∗a ⇐⇒ y = a−1 ∗ z ∗a

Pour tout k ∈Z ,

ak =



k fois︷ ︸︸ ︷
a ∗a ∗ . . .∗a si k > 0

eG si k = 0

(
a−1)(−k)

si k < 0

en
G = eG

Si a et b commutent ,alors ∀n ∈Z, (a ∗b)n = an ∗bn .

∀p, q ∈Z, (ap ∗aq ) = ap+q , (ap )q = apq

Si a et b ne commutent pas, ∀n ∈N∗, (a ∗b)n =
n fois︷ ︸︸ ︷

(a ∗b)∗ (a ∗b)∗ . . .∗ (a ∗b)

Règles de calcul dans un groupe
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Groupe produit G×H

Soient (G,∗) et (H,4) deux groupes. On note "T" la `ci sur G×H définie par :

Pour tout (g ,h), (g ′,h′) ∈ G×H, (g ,h)T(g ′,h′) = (g ∗ g ′,h 4h′)

Alors (G×H, T) a une structure de groupe.

(eG,eH) l’élément neutre de (G×H,T).

L’inverse de (g ,h) ∈ G×H est (g−1,h−1).

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

b) SOUS-GROUPES

Soit (G,∗) un groupe et H ⊂ G.
On dit que H un sous-groupe de (G,∗) si :

H 6= ;
H est stable par ∗ : ∀(x, y) ∈ H2, x ∗ y ∈ H

H est stable par inverse : ∀x ∈ H, x−1 ∈ H

{eG} et G sont des sous-groupes ( triviaux) de (G,∗)

Définition :Sous-groupes

Tn(K), Dn(K), Sn(K), An(K) sont des sous-groupes de (Mn(K),+).

U, Un sont des sous-groupes de
(
C∗,×)

.

Exemples

Soient (G,∗) un groupe et H ⊂ G.

H sous-groupe de (G,∗) ⇐⇒


• eG ∈ H

• ∀(x, y) ∈ H2, x ∗ y−1 ∈ H

Caractérisation d’un sous groupe
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Les sous groupes de (Z,+) sont de la forme nZ, n ∈N

Les sous groupe de (Z,+)

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Proposition

Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,∗)

H∩K est un sous-groupe de G.

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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Soit H un sous-groupe de (G,∗) ,alors

(H,∗) est un groupe d’élément neutre eH = eG

L’inverse dans H est l’inverse dans G

Remarques

(U,×), (Un ,×) , n ∈N∗ sont des groupes commutatifs.
Exemples

c) MORPHISMES DE GROUPES

Soient (G,⊥) et
(
G′,∗)

deux groupes .

Une application ϕ : G −→ G′ est dite morphisme de groupes si :

∀x, y ∈ G, ϕ(x ⊥ y) =ϕ(x)∗ϕ(y)

On note Hom
(
G,G′) l’ensemble des morphismes de (G,∗) dans

(
G′,T

)
.

Définition

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′)

Isomorphisme si ϕ est bijective. On note ϕ ∈ Isom(G,G′).

Endomorphisme si G = G′ . On note ϕ ∈ End(G).

Automorphisme si G = G′ et ϕ bijective. On note ϕ ∈ Aut(G).

Vocabulaire

ϕ1 : (Z,+) −→ (R∗,×) ϕ2 : (R+∗,×) −→ (R,+)
n 7−→ 2n x 7−→ ln x

ϕ3 : (R,+) −→ (R+∗,×) ϕ4 : (R,+) −→ (U(C),×)
x 7−→ exp x θ 7−→ e iθ

ϕ5 : (C,+) −→ (C+∗,×)
z 7−→ ez

Exemples
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Si ϕ ∈ Hom
(
G,G′), alors :

ϕ(eG) = eG′

∀x ∈ G, ϕ(x−1) = (
ϕ(x)

)−1

∀x ∈ G, ∀n ∈Z, ϕ(xn) = (ϕ(x))n

Remarques

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Proposition :Image directe -Image réciproque

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′), alors :

A sous groupe de G =⇒ ϕ(A) sous groupe de G′

B sous groupe de G′ =⇒ ϕ−1(B) sous groupe de G

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′).

L’ image de ϕ :

Im(ϕ)
déf= {

ϕ(x)/ x ∈ G
}=ϕ(G)

Le noyau de ϕ :

Ker (ϕ)
déf= {

x ∈ G/ ϕ(x) = eG′
}

Définition

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′).

y ∈ Imϕ⇐⇒ ..................................

x ∈ Kerϕ⇐⇒ ..................................

Kerϕ⊂ , Imϕ⊂

Remarques

Le morphisme de groupes
f : (R,+) −→ (

C∗,×)
x 7−→ e i x

Exemple

Corollaire

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′).

kerϕ est un sous groupe de G.

Im ϕ est un sous groupe de G′.
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

Proposition

Soit ϕ ∈ Hom
(
G,G′).

ϕ est injective ⇐⇒ ker(ϕ) = {eG}

ϕ est serjective ⇐⇒ Im (ϕ) = G′

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve
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3. Structure d’anneaux

a) ANNEAUX

Soit A un ensemble muni de deux `ci notées + et ×.
On dit que (A,+,×) est un anneau ssi :

(A,+) est un groupe abélien

la loi × est associative

la loi × admet un élément neutre , noté 1A

la loi × est distributive par rapport à la loi +

∀(x, y, z) ∈ A3,

{
x × (y + z) = x × y +x × z

(x + y)× z = x × z + y × z

Si de plus la (`ci ) × est commutative, on dit que l’anneau (A,+,×) est commutatif.

Définition

(Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des anneaux commutatifs.(
RN,+,×)

, (F (R,R),+,×) sont des anneaux commutatifs.

(Mn(K),+,×) anneau non commutatif.
....................................................................................................................

....................................................................................................................

(F (R,R),+,◦) n’a pas une structure d’anneau.

....................................................................................................................

....................................................................................................................

Anneaux usuels

Soient (A,+, x) un anneau , a ∈ A.

a est dit inversible
déf⇐⇒ a est inversible pour `ci ×

On note U(A) ou A× l’ensemble des éléments inversibles de A.

Définition

Les éléments d’un anneau ne sont pas forcément inversibles pour la loi ×.

L’élément 1A appartient à U(A) et 1−1
A = 1A.

Si (x, y) ∈ U(A)2, alors x × y ∈ U(A) et (x × y)−1 = y−1 ×x−1.

Remarques
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Si x ∈ U(A), alors x−1 ∈ U(A) et
(
x−1)−1 = x.

Groupe des inversibles d’un anneau

Soient (A,+,×) un anneau,

(U(A),×) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Le groupe des inversibles de l’anneau (Z,+,×)

U(Z) =Z× =
Le groupe des inversibles de l’anneau (Q,+,×) est

Le groupe des inversibles de l’anneau (Mn(K),+,×)

U(Mn(K)) =Mn(K)× =

Exemples

Si (A,+,×) est un anneau ,alors :

0A est absorbant :
∀a ∈ A, a ×0A = 0A ×a = 0A.

∀a,b ∈ A,(−a)×b = a × (−b) =−(a ×b).

∀a ∈ A, (−1).a =−a

∀(a,b,c) ∈ A3,

{
a × (b − c) = a ×b −a × c

(a −b)× c = a × c −b × c

Si n, p ∈Z et a,b ∈ A,

• n(a ±b) = na ±nb, • n(ab) = (na)b = a(nb)

• n(pa) = (np)b • na = (n1A) a = a (n1A)

Si a ×b = b ×a, (ab)n = anbn

Formule du binôme de Newton : Si a ×b = b ×a,

(a +b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k .

Factorisation de an −bn : Si a ×b = b ×a

an −bn = (a −b)
n−1∑
k=0

ak bn−1−k

Régles de calcul dans un anneau
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Somme géométrique : En particulier, pour tout x ∈ A;

1A −xn = (1A −x)×
n−1∑
k=0

xk

Un anneau (A,+,×) est dit intègre si :

A est commutatif,

A 6= {0A} (c-à-d : 1A 6= 0A)

A n’admet aucun diviseur de zéro, c-à-d :

∀(a,b) ∈ A2, a ×b = 0A =⇒ a = 0A ou b = 0A

Définition

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

(Z,+,×) est un anneau intègre.

(Mn(K),+×),
(
RN,+,×)

,(F (R,R),+,×) sont des anneaux non intègres.

Exemples

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Dans un anneau intègre ,tout élément a non nuls est simplifiable à droie et à gauche. c-à-d

∀y, z ∈ E, a ∗ y = a ∗ z =⇒ y = z

∀y, z ∈ E, y ∗a = z ∗a =⇒ y = z

Remarque
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b) SOUS-ANNEAUX

Soit (A,+,×) un anneau et B ⊂ A.
On dit que B est un sous-anneau de (A,+,×) si :

1A ∈ B

∀(x, y) ∈ B2, x − y ∈ B

∀(x, y) ∈ B2, x × y ∈ B

Définition :Sous-anneaux

(Z,+,×) est un sous-anneau de (R,+,×) qui est un sous-anneau de (C,+,×).(
RN,+,×)

est un sous-anneau de
(
CN,+,×)

.

L’anneau (Mn(R),+,×) est un sous-anneau de l’anneau (Mn(C),+,×).

Exemples

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

B un sous-anneau de (A,+,×) ⇐⇒ (B,+,×) est un anneau

Remarque

c) MORPHISME D’ANNEAUX

Soient (A,+,×) et (B,+,×) deux anneaux.

Une application f : A −→ B est dite morphisme d’anneaux si :

f (1A) = 1B

∀(x, y) ∈ A2, f
(
x + y

)= f (x)+ f (y)

∀(x, y) ∈ A2, f
(
x × y

)= f (x)× f (y)

Si de plus f est bijectif , f est dit isomorphisme d’anneaux .

Définition
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L’identité idZ est l’unique morphisme d’anneaux de (Z,+,×) dans (Z,+,×).
Exemple

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Si f : A −→ B est un morphisme d’anneaux

f (0A) = 0B, f (1A) = 1B

∀x ∈ A,∀n ∈Z, f (nx) = n f (x)

∀x ∈ A×, ∀n ∈Z, f (xn) = ( f (x))n

Remarques

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

d) CORPS

Soit A un ensemble muni de deux `ci notées + et ×.
On dit que (A,+,×) est un corps si :

A 6= {0A} c-à-d 1A 6= 0A

(A,+,×) est un anneau commutatif,

tout élément de A/{0A} est inversible . (U(A) = A/{0A})

de manière équivalente,

Définition

STRUCTURES ALGÉBRIQUES 16 2024-2025



MPSI 2 LYCÉE MÉDITERRANÉEN A.HASNI

(A,+) est un groupe abélien.

(A/{0A},×) est un groupe .

la loi × est commutatif et distributive par rapport à la loi +.

(Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des corps .

(Z,+,×) n’est pas un corps.

Q[
p

3] =
{

a +b
p

3,(a,b) ∈Q2
}

est un corps.

Exemples

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément non nul est inversible.

Tout corps est un anneau intègre.

Remarques

.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Preuve

4. Exercices d’entrainement

Exercice 1

Soit (G,∗) un groupe.

1. On suppose ∀a,b ∈ G, (a ∗b)−1 = a−1 ∗b−1 ,Montrer que G est un groupe
abélien.

2. On suppose ∀a,b ∈ G, (a ∗ b)2 = a2 ∗ b2 ,Montrer que G est un groupe
abélien.

3. On suppose ∀a ∈ G, a2 = e ,Montrer que G est un groupe abélien.
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Exercice 2

1. Montrer que A =
 0 1 −sinθ

−1 0 cosθ
−sinθ cosθ 0

 est nilpotente d’indice 3.

2. La matrice A est-elle inversible ?

3. On pose M(t ) = I3 + t A+ t 2

2
A2.

Montrer que l’ensemble G = {M(t ) | t ∈ R} est un groupe pour le produit
matriciel.

Exercice 3

Soit A un anneau non réduit à {0}, tel que : ∀x ∈ A, x2 = x.

1. Montrer que ∀a ∈ A : a +a = 0 .

2. En déduire que A est commutatif .

3. Montrer que ∀a,b ∈ A : ab(a +b) = 0 .

Exercice 4

On note Z[i ] = {a + i b | a,b ∈Z} l’ensemble des entiers de Gauss.

1. Démontrer que (Z[i ],+,×) est un anneau.

2. Déterminer ses éléments inversibles.

Exercice 5

Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,∗)

1. Montrer que H∩K est un sous-groupe.

2. Montrer que H∪K est un sous-groupe ⇐⇒ H ⊂ K ou K ⊂ H.

Exercice 6

L’application transposée

ψ :

{
Mn(R) −→ Mn(R)
M −→ t M

est-elle un isomorphisme de l’anneau (Mn(R),+,×) dans lui-même ?

Exercice 7

Pour tout réel x, on pose R(x) =
(

cos x −sin x
sin x cos x

)
.

1. Calculer R(x)n pour tout entier n ≥ 1.

2. Montrer que {R(x)/ x ∈R} est un sous-groupe abélien de (GL2(R),×).

3. Pour θ ∈]− π

2
,+π

2
[ , on pose T =

(
1 − tanθ

tanθ 1

)
.

Calculer Tn pour tout entier n.
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Exercice 8

Soit n ≥ 2 . On pose w = e i 2π
n . On définit l’ensemble Z[w] par :

Z[w] =
{

n−1∑
k=0

ak wk ; (a0, a1, . . . , an−1) ∈Zn

}

Démontrer que Z[w] est un sous-anneau de (C,+,×).

Exercice 9

On pose H =
{(

a b

−b a

)
; a,b ∈C

}
.

1. Montrer que (H,+,×) est un corps non commuttif.

2. Résoudre dans H l’équation A2 =−I2.
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