ESPACES VECTORIELS

DE DIMENSION FINIE

Dans tout ce chapitre K =R ou C.

1. Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION
Soit E un K-ev

. . - . def S . Ao -
E est dit de dimension finie < E posséde une famille génératrice finie.

W Jug,u,...... u, €E /| E=Vect(up,uy,...... Up)

Exemples
¥

B K,[X] est un K-evde dimension finie.
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Soit E = Vect(u, uy,...... ,U;) unK—ev,alors

Toute famille contenant au moins 7 + 1 vecteurs de E est liée

%Exemple

B DansleR—ev [R3[X] = Vect(1,X,X?X%)

LafamilleL= (X,1,X? +1,X°, X3 + X, X = 1)?) est liée.

-@'— Remarques
Soit E un K-evde dimension finie .

Théoreme :Th de la base incomplete

Soit E un K-ev de dimention finie ,alors

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.
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| Compléter la famille libre L = (X — 1) en une base de 'ev E = Vect(1,2X,X —2,X? + 1,X%).
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Corollaire :Lextraction d’'une base

Soit E # {0g} un K-ev de dimention finie ,alors

De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

Exemple
| Construire une base de 'ev E =Vect((0,0,0),(1,-1,1),(-2,2,-2),(2,1,0),(3,0,1)).

O%)‘;THEOREME-DEFINITION

B Tout K-evnonnul E # {0} de dimension finie , admet au moins une base.
B Toutes les bases de E sont finies de méme nombre d’éléments .

B Cenombre d’élément est appelé la dimension de E ,on le note dimy (E) ou dim(E).
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g Par convention: dim{Og}=0

*©-Remarque
¢ q

% Lespace vectoriel nul E = {0g} n’admet aucune base.

%;Exemples

B dimK,[X] = B dimK" =
B dim.4,(K) = B dimcC =

*O“Remarque
Q@ q

Soit E un K-ev.

(I, l,...... ,1,) estune famille librede E — dim Vect(/y,...... ) =n

mS={yek!, y+awy=0}

m S={yek!, y'+ay +by=0}

¢ Sil’équation caractéristique (E.C) possede une unique solution r e K .
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« Si (E.C) posséde deux solution distinctes r;, 2 € K.

o K =R:Si (E.C) possede deux solutions complexes ry =r+iwetra=r—iw.

Soit E # {0g} un K-ev de dimension finie .

mL=(0,0,...... Iy) une famille libre = Card(L) = p < dimE
B G=(81,8..--- 84) une famille génératricede E — dimE < Card(G) = g

B Tout K-ev contenant une famille libre infinie est un espace de dimension
infinie .

Exemple

B K[X] et €°(R,R) sont des ev de dimension infinie
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Soit E # {0g} un K-ev de dimension finie .

mL=(4,0,...... Ip) une famille libre

= L=(4,0,...... lp) une base de E
B Card(L) = dimE
BG=(81,82,.----. 84) génératrice de E

= G=(81,82..---- g4) une base de E

B Card(G) = dimE

¢v EXERCICE

Soient neN, ag,ai,...... , a, des nombres distincts deux a deux de K .

Soit i € {0,...... ,n}, L; eK,[X]'unique polyndéme tel que

1 si iz
(Vjello,nlD), Li(aj)=28;;=
0 sii#j

Montrer que la famille (Lo, L1,...L;) est une base de K [X].
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¢v EXERCICE

g Soit (Pg,Py,--+,P,) une famille de polynomes définie par Py = Xk(l —X)”_k.
Montrer que cette famille est une base de K [X].

Proposition : Dimension d’'un produit fini d’ ev de dimension finie.

B Soit E,F deux K-ev de dimention finie .

dim(E x F) = dimE + dimF

B SoientE;,E,...... E, des [K-ev de dimensions finies .
n n
dim l_[ E; = Z dimE;
i=1 i=1
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2. Sous espace vectoriel en dimension finie

2.1) Dimension d’'un sous espace vectoriel

Soit E un K-ev de dimension finie .

B Festde dimension finie
FunsevdeE —=
B dimF=<dmE

B FunsevdeE
B dimF =dimE

déf
B Lentier codim (F)=dimE — dimF est appelé codimension de F dans E.
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- @'— Remarques

Soit E un K-ev de dimension finie 7 € N*
HmSevdedim1 2 Droite vectorielle ,il est de la forme Vect(u) = Ku avec u # Og
B Sevde dim 2 det Plan vectoriel ,il est de la forme Vect(u,v) = Ku+ Kv avec u,v # Og

B Sev de dimension (n—1) et hyperplan de E .

%;Exemples

B LessevdeR? sont:

B LessevdeR® sont:

%;Exemple

S ={(un) yen € KN, Upi2 + aUp1 +buy, =0} estun plan vectoriel

4

B Sil'équation caractéristique (E.C) posséde une unique solution r e K .

B Si (E.C) posséde deux solutions distinctes r;, r € K.

B K =R:Si (E.C) posséde deux solutions complexes r; = re'® et rp = re 19,
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2.2) Sevsupplémentaires en dimension finie

Proposition :Formule de Grassmann

Soit E un K-ev de dimension finie et soit E G deux sevde E .

dim(F + G) = dimF +dimG -dim(FnG)

—

*O-Remarque
@ q

Soit E un K-ev de dimension finie ,et soit E G deuxsevde E .

FNG={0g} < dim(F+G)=dimF+dimG

{?EXERCICE
Soient F:{(x,y,z)EIRS/ z=0}, G:{(x,y,z)EIRES/ x=0}

1. Determiner dim(FnG) .
2. Déduire que F+G=R>.
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Soit E un K-ev de dimension finie et soient E G deux sevde E . Alors :

B FNnG=1{0g}

— E=FaG
B dimE=dimF+dimG
mE=F+G

— E=FaG
B dimE=dimF+dimG

# EXERCICE
Soient F=Vecr((1,2,1,1),(0,1,1,1)) et G={(x,y,2,1) € RY x+y+t=0et x= v}

Montrer que R'=FeG
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Théoréme : Juxtaposition des bases

Soient F et G deux sev d'un K-ev de dimension finie E

m B, = (f1, f2,..., fp) une base de F
On note :

B Bz =(g1,82,...,84) une base de G

E=FoG <— B=B;uUB, estunebasedeE

B On dit, B=B; UBy est une base adaptée a la décomposition E=F& G
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O%?;Exemples

Soient F=Vecr((1,2,1,1),(0,1,1,1)) et G={(x,y,%, DERY x+y+t=0 et x=y}

Corollaire :Existence d’'un supplémentaire

Soit E un K-ev de dimension finie.

Tout sev F admet au moins un sev G supplémentairedansE. E=Fa&G

B Dans ce cas : codim(G) = dimE — dim G = dimF.

Soit F={(x,y,2) e R*/x =2y,z =0}

Déterminer un sous espace supplémentaire de F dans R® .
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¢v EXERCICE
SoitE=R;[X] etF={PeE/ P(1)=0}

1. Montrer que F est un s.e.v. de E, déterminer une base de F.
2. Déterminer un s.e.v. G supplémentaire de F dans E.

3. Gest-il unique.

<+ EXERCICE
1. Soit F =Vect((1,0,2),(1,-1,1)) .
Trouver un vecteur u tel que F & Vect(u) = R3.
2. Montrer que Vect((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) = R>.

¥ EXERCICE

Soient U,V € K[X] non constants. On pose Py = U
Montrer que (Py,...,P;) estlibre,

kvl’l—k'

1. lorsque UAV =1.
2. lorsque (U, V) est libre.
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¢+ EXERCICE

§ Soit a, b€ K, a# b. On pose Py = X — @) X — b)"*.
Démontrer que la famille (Py,...,P;) est libre.

¢v EXERCICE

Soit 7 un entier supérieur ou égala 2, E =R, [X] et H'’ensemble des polynémes P
de E tels que P(1) = P/(1) = 0.

1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que P appartient 2 H si et seulement si (X — 1) divise P.

3. Donner une base de H et déterminer sa dimension.

¢v EXERCICE

Etudier I'indépendance de la famille & de E = R® dans les cas suivants :

2)F = (frix—lx—arl) ey 3 F =(fa:x—eY)

acR

1) & = (fk P X— cosk(x))kel\I

¢» EXERCICE

Soit (Py,) e la famille de polyndmes de R[X] définie par :

XX=1)x---xX=-n+1)

Pn(X) = 1l

1. Montrer que cette famille est une base de R[X].
2. Soit P € R[X]. Montrer que :

P2)cZ < PX)=) a,PpX), anpeZ

n=0
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n
2.3) Somme de plusieurs sev Z E;
i=1
Définition :Somme de deux sev
Soient,E,...... E,dessevdun K—evdeE.

Ey+Ep+...+En oy +Xa+...+Xn /| (X1,X2,...,Xn) € Ey x Ep x ... x Ep}
Ce qui signifie :
n déf
X€E Z E; é)
i=1
-@'— Remarque
Soient E;,Es...... E, dessevdun K—evdeE.
n
B Lasomme ) EjestunsevdeE.
i=1
Définition :Somme directe
Soit (E1,Es...... ,En) une famille finie de sev d'un K-ev E.
n
B La somme Z E; est dite directe Siona:
i=1
n n
V(Xl,...,xn)EHEi, in:() — Xj=X2=...... =X,=0
i=1 i=1
e Dans ce cas on note :
n
> Ei=oi E
i=1
-@’- Remarque
¢ SoientEq,Es...... E, dessevdun K—evdeE.
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n

B La somme Z E; est dite directe Siona:

i=1

n
vxe) E; , 3Ixa,..

i=1

Caractérisation :Somme directe en dimension finie

Si E est de dimension finie.

n
La somme Z E; est directe

n n
dim Z E; = Z dimE;

i=1

i=1

n n
Sxn) €[[E: 1 x=) x
i=1 i=1

Il'y a équivalence entre

DEFINITION 4 : Soit (Eq,Es......

n
1. V(x1,...,xp) € HEi )
i=1

n
le' =0
i=1

2. Vxe€

n
i=1
p-1

i=1

n
E; , 3a,..,xpe]]E /

i=1

3. Vpell2,n]] Epn ) E;={0g}

n

i=1

,E;) une famille finie de sevde E.

X1 = X2

n
X = le'
i=1

n

Sil'une est vérifiée ,on dit La somme Z E; est directe et on note Z E; par @?zlEi

i=1

EXEMPLE : E = R®

E; =R(1,0,0) E» =R(1,1,0) E3 =R(1,1,1)

II. RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
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DEFINITION 3 : Soit (u1,..., Up) une famille de E

Le nombre| dimVect(uy,...,up) |estappelé rangde la famille| (u,...,up)

etonnote| rg(uy,...,up) = dimVect(uy,..., Up)

EXEMPLE :
e rg((1,1,1)) =dimVect((1,1,1)).
e rg((1,0),(0,1)) =dimVect((1,0),(0,1)) =2
e 71g(1,X,X)=dimVect(1,X,X) =2
e 78(X,2X,3X) =1

ON CONVIENT :7g(0g) =0

PROPRIETES 1 :Onpose dimE=n.

1) Si x e Vect(uy,..., up) Alors rg(uy, ..., up, x) = rg(uy, ..., up)
2) rguy,..., up) <p

3)rgluy,...,up) =n

4) (uy,...,up) estlibre <= rg(uy,...,up) = p

5) (u1,..., up) est génératrice de E < rg(u,...,up) =n

6) (u1,..., up) estune base <= rg(uy,...,up) =n=p

DEMONSTRATION :
EXEMPLE :La famille (1,X,X?,X*) est libre donc rg(1,X,X? X% = 4

CAS PARTICULIER : Une Famille echelonnée c’est une famille (i3, uy,...... , U,) ol chaque vec-
teur posséde une composante non nulle ,qui était nulle dans tous les précédents.
Une telle famille est libre.

EXEMPLE : Dans R*

’ [V]BC: ’ [w]Bc:

1 0 0
La famille (u, v, w) est echelonnée donc libre est ainsi son rang vaut 3
EXEMPLE : Dans R®

-1 —-X 2
[uh;;( 0 ) : [v130=( (x+1)2) : [W]BC=( —2(1+x))
0 0 —(1+x)

La famille rg(u, v, w) est echelonnée ssi x = —1
EXEMPLE : Dans R®

(ulg, =

—_— DN =

2
1
0

S O =
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Calculer le rang de la famille (Vy,V2,V3,Vy) ou

Vl = (1,0,0;0,0);\/2 = (Or 1,0,0,0);V3 = (0,_2)())0’0);\]4 = (2! 1’2)0! O)rVS = (_1)0)_1r0)0)
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