MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

ESPACES VECTORIELS

Dans tout ce chapitre K =R ou C.

1. Structure d’'un espace vectoriel

DEFINITION

On appelle un K-espace vectoriel tout ensemble E muni de deux opérations ’addition et la
multiplication par scalaire :

ExE — E K xE — E
(x,y) — x+y nNx)  — Ax

vérifiant les propriétés suivantes : pour tout x, y,z € E et tout A, p € K

(E, +) est un groupe abélien .

Associativité: A.(u.x) = (A.p).x

Flément neutre: 1yx.x =x

Distributivité: A.(x+y)=A.x+A.y

Distributivité: (A +p).x=A.x+p.x

B Les éléments de E s’appellent les vecteurs .
M les elements de K s’ appellent les scalaires.

%;Espaces vectoriels usuels
B (K" +,)estunk—ev.

{ o (x1,X2,..., X))+ (Y1, Y2, V) =1+ Y1, X2+ Y2, ., X+ Vi)

e VAeK, A.(x1,X2,...,%X5) = (AX1,AX2,...,AXy)

"

[ ] ([K.N,+,.) estunkK—ev.

{ * (Un)neN + (Wn)nen = (Un + Vn) nen

e YAeK ,A.(un)nel\l = (A-un)nel\l
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B (KX, +,.), (Myp(K),+,.) sontdesK-ev.

‘ B (¥(L,E),+,.) : Espace vectoriel des fonctions d'un ensemble I dans un K-evE .
Proposition :Produit cartésien
n
E1,Eo,...... ,Epdes K—ev = ([]Ei,+,) estun K—ev
i=1

n
B Pour tout (x1,X2, ..., Xn), (J1,Y2,-.,¥n) € [ | Ei
i=1
o (x1,x2,..., X)) + (Y1, Y2, Yn) = (X1 + Y1, X2+ Y2,.. ., Xn + Vi)

e VAeEK, A.(x1,X2,...,%3) = (Ax1,AX2,...,AXy)

n
e (01,0z,...,0,) estle vecteur nul de [ | E;
i=1

Proposition :Régles de calcul dans un ev

Soient (E,+,.) un K—ev,x,y€E et A\,peK alors:
B Ax=0g<—=A=0ou x=0g
B A-pW.x=Ax—px

B A(x—y)=Ax—-Ay

Ax =X Ax=Ay
X # OE

r
L
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DEFINITION :SOUS ESPACE VECTORIEL

Soit E un K-ev.
F est dit sous espace vectoriel (sev) de Esiona:

B FcE

BF#9

B (Vx,yeF), VA, pek), Ax+pyeF

O%f;Exemples

e Dans tout K-evE : {0g} et E sont des sev .

e €¥"(1,K) estun sevde Z (I,K)
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o ¥, (K) et o, (IK) sont des sev de 4, (K)

n
B En général: F:{(xl,xg,...,xn)eR"/ Zakxkzo}estun
k=1

¢v EXERCICE

Montrer que les ensembles sont des sev dans chacun des cas suivants .

1
e Fp= { Lensemble des suites négligeble devant — }
n

+ F={ye ' ®), y’+2xy:0}.

*0-Remarques
Q q

e (Vx,yeF), x+yeF
B La condition 3) de la définition est équivalente a
e (VxeF), (VAeK), A.xeF

B Tout sev F de E contient le vecteur nul (0g € F)
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%;Exemples
e L'ensemble des matrices inversibles de .4, (R)
e E={PeR,[X]/P(0)=0 et P(1)=1}
o F={Ae ty[R)/A*=A}
¢ EXERCICE
Montrer que les ensembles sont des sev dans chacun des cas suivants .
o Fi={(un)nen €RY/ (VREN) Upiz = Ups1 +2Up}.
1
e o= {fE%(IO,l],R), fo f@)= 0}
o Fs={Ae ,(R), A+tr(A)I,=0}.
e Fa={feR® 3JkeR", VxeR |f(x)<klx]}
-@'— Remarques
B Tout sev F est stable par combinaison linéaire .
n
YA, .e.... A)eK™  Y(xp,...... xp) €EF", Y Aix;€F
i=1
B F estunsevde E < (E+,.) estun K-ev
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Exemples
| o (K,[X],+,.),estunK —ev
e (2,K),+,), (T,K),+,), (FK),+,), (#(K),+,.) sontdesK —ev

Proposition :Lintersection N

Soient F et G deux s.e.vd'un K— e.vE.

B FetGdeuxsevdeE —=FnGestunsevdeE.
n

m F...... F, dessevde E = ﬂFi estunsevdeE.
i=0
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¢v EXERCICE

§ Soient F et G deuxs.e.vd'un K-e.v E. Montrer que

FuG sevde E < FcG ou GcF

2. Somme de deux sev

DEFINITION :SOMME DE DEUX SEV
La somme de deux sev F et G de E.
déf
F+G={a+b / (a,b) eF xG}

Par conséquent :

- @'— Remarque

i FcF+G eGcF+G eFUGCF+G

Soit E un K-ev.

Lasomme F+G dedeuxsev F et G estunsevdeE
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F=R;[X]etG= RX? sont des sev de R[X]

H = {a+ DX+ X2/, D, CER} = oottt

DEFINITION :SOMMES DIRECTES
Soit Eun K-evetF et G deux sevde E

B La somme F + G est dite directe Sion a:
FNG={0g}
e Dans ce cas on note :

F+G=Fe&G

%;Exemples

B DansleR-ev (C,+,.) ,La somme R + iR est directe

B Dansle R ev .4, (R),la somme .%,(R) + <, (R) est directe
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DEFINITION :SEV SUPPLEMENTAIRES

Soient E un K-ev et F et G deux sevde E

B On dit F et G sont supplémentaires dans E, sion a:

B FNnG={0g}
m E=F+G

eDans ce cas on note :

E=FaG

77 EXERCICE
Onnote Z[R) = {f:R— R paire} et Z(R)={f:R— R impaire}

1. Montrer que £ (R) et .#(R) sont des sev de & (R, R).
2. Montrer que & (R,R) = Z(R) & IR).
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Exemple

| Montrer que
Mn(R) = S5 (R) & o, (R)

Soient E un K-ev et F et G deux sev de E

E=FeG <= (Vxe€E),@ab)eFxG),/ x=a+b
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3. Famille de vecteurs

DEFINITION

Soient Eun K—ev, I, ] deux ensembles non vides .

B Une famille de vecteurs de E indexée par I sera notée (x;);er € El.

e (xi)iey est une sous-famille de la famille (x;) er
SiJ <1, On dit
e (X;)ie1 est une sur-famille de (x;);¢;

B Soit (A;)je1 € K! une famille de scalaires indexée parl.

(A7) ie1 est dite presque nulle si tous ses éléments sont nuls sauf un nombre

fini d’entre eux.
c-a-d: l'ensemble{i€l, A; Z0} €St.ccceveeeeurennnnnn.

e (1,X,...... ,X™) est une sous-famille de (X*) keN

o (e")qer est une sur-famille de (e"%) ey

“O“Remarque
@ q

B Cas important: [ =N
déf

(A;)ien est dite presque nulle =

3.1) Lensemble des combinaisons linéaires

%;DEFINITION
Soit (uj,us,...... , U) une famille de vecteurs finie d'un K-ev E
B Lensemble des combinaisons linéaires de la famille finie (u;, uo, ...... , Un)
def
Vect(uy, uy,...... JUp) = {Z Aeur | (A, Ao, ... JAn) €K”}
k=1
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x €Vect(uy, uy,...... JUJL) o0 eetitreeeeeeeeeeee et ————eeeeeeeeeereararaaaa———————aaaaaaans

%;Exemples

B Vect(1,X,...... , XM =
B Vecip(l,i) = W Vecic(l) =

B Vect((1,0),(0,1)) =

1 1 -1
| VeCt(( 0 (1) ),( 1 0 )):

B (5,12,13)eVect((1,2,3),(1,3,2))

B Vect(u) = B Vect(u,v) =

B Famille infinie : Si (¢;) ;1 est une famille infinie de vecteurs de E.

Vect(u;);e1 est'ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs de (u4;) i1

déf
Vect(ui),-el"/:\{ Z)\iui/ (Aj)ie1 € K presque nulle}

iel

B xeVect(uj)ier <

B xeVect(Uj)ien <

%;Exemples

e Dans K[X]
P E VOO (X ) LEN S50 oot e et ss e e s s e e ar s s

e Dans F(R,R)

FEVECHX M) 4eR €= ettt
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Soit Eun K-ev, (u;);e une famille (finie ou infinie) de vecteurs de E

Vect((u;);er) estun sev de E

On I'appelle le sev engendré par la famille (u;)e1

B F={a+bX+2aX’/a,beR}=
B F={(xy)eR*/y=2x}=

B F={(x)2€eR/—x+3y+2z=0}=

a 2b
[ | F_{( b a )E%Z(R)/a,beﬂ%}_
B F={ye6*R/y" +4y=0}=

B F={(u)nen €RY / (VR EN), tpio —4ups +4uy =0} =

*©-Remarque
¢ q

Soit E un K-ev.

B (Viel), u;eF
= Vect((uj)jer) < F

B F unsevdeE

Ondit, Vect((u;);e1) estle plus petit ,au sens de I'inclusion, sev contenant tous les vec-
teurs de la famille (1;);¢1
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Onpose F={(x,y,2) eR®/ —x+5y+2z=0}, a=(-1,-1,2), et b=(2;0;1).

Vect(a,b)cF

Théoreme :Opérations sur Vect

Soit E un K-ev.

W x e Vect(uy, uy,...... ,Up) <= Vect(uy,uy,...... ,Un,X) =Vect(uy, uy,...... , Un)

B SixeVect(uy,...... , Uy) Alors Vect(u; + x, uy,...... ,Un) =Vect(uy, uy,...... , Us)
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B Vect(X,2X + X2, X%) = oo
B Vect(1+2X 4+ X2, X, X2) = oo
B DansF[R,R): fitx—sin(x+1) , fr:x—sin(x) , f3:x— cos(x)
Vecl'(fl,fz,fg) R
-\@/-Remarque

Vect((u;j);er) estinchangé par les opérations suivantes :
B Sion retire les vecteurs nuls u; =0
B u — Uj
B u —u; +)\uj
|

u; —ou; a0

B En général : Le sev engendré par une partie non vide Ade E :

7

asf (
Vect(A)" = {Z)\kuk/nel\l*, A1, Ao, ...... A K, (ug, us,...... ,un)eA”}
k=1
B o A0 N B = U
D
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-@'- Lessentiel sur Vect(A)
B Vect(A) estun sev de E (engendré par A) et Ac Vect(A).

Fsevde E .
P g —

B F sevdeE contenant A — Vect(A) cF.

Vect(A) est l'interssection de tous les sev de E contenant A.

Vect(Vect(A)) = coooeeveeeeeeenenennnn.

|
B AsevdeE—=— Vect(A) =................
|
B AcB—=— Vect(A)........ Vect(B)

3.2) Famille génératrice

DEFINITION
Soit Eun K-evetAcE

déf

. I B =
La partie A est dite génératrice de E < E =Vect(A)

En prticulier : Pour A = (14;) jer

déf

La famille (u;);¢1 est une famille génératrice de E <= E = Vect((u;);e1)

O%?;Exemples

B Dans K, [X]
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B Dans ./, (K)

B Dans KI[X]
-@’-Remarque
B E=Vect(u,uy,...... yUp) =

B E=Vect(uj)ien <

B E=Vect(u;)ijeg <

v EXERCICE

Soit E un K-ev, A etB deux partie non vides.

1. Montrer que Vect(AUB) =Vect(A) +Vect(B) .
2. Montrer que x € Vect(A) <= Vect(AU{x}) =Vect(A).
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Exemple
| RZ =Vect((0,1), (1,0)) = eoreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeses e,

3.3) Famille libre - Famille liée

DEFINITION
Soit Eun K-evet uj, uy,...... ,unp€E
B Cas d’une famille finie : (¢, uy,...... ,Uy) de E
La famille (u;, uo,...... , Uy) estlibre dans E
SSi
n
YA, Ao,...... AR ek, AU =0=>A1=Ar=...... =A,=0
k=1

B Cas d’une famille infinie: (u;);c; de E

déf
La famille (u;);¢1 est libre dans E g Toute sous famille finie de (u;) ;¢ est
libre .

B Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

%;Exemples

B Dans R? la famille ((1,0), (0,1)) est une famille libre .
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B DansleR-evR[X]: X5 ren €st une famille libre .
B DansleR-ev.#,(R): (E;j)o<i j<n estune famillelibre.

¢v EXERCICE

On consideére une suite (Pr)ren de polyndmes de K[X] telle que pour tout k dans N on a
degPj = k.

1. Montrer que pour tout 7 dans N la famille (Py)o<k<5 est libre dans K[X].
2. Montrer que (Pg)ren est libre dans K[X].
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N s 2
@ En général
Toute famille de polyndmes non nuls et a degrés étagés (c’est-a-dire deux a deux distincts)
est libre.
Soit E un K-ev et (u3, Uy, ...... , Uy) une famille libre
B xcvect(u,uy,...... JUp) = (U, Ug,...... , Uy, X) est liée.
W x¢vect(up,uy,...... JUp) = (U, Up,...... , Uy, X) est libre.

B Lafamille (1,X,X?,2X2 +X - 1) est
B Lafamille (1,X, X%, X3 +2X? +X) est
B Lafamille (X,X?,2X +3X?) est

B Lafamille X%,X+1,X-1,X)

-@'— Méthode : Pour prouver q'une famille est liée
g B On écrit 'un des vecteurs comme combinaison lineaire finie des autres vecteurs.

B Onraisonne par I'absurde, par récurrence .

B ESPACES VECTORIELS 20 2024-2025



MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

¢+ EXERCICE

1 2 0
La famille (V1,V2,V3) de 43,1 (R) o V] = ( 1 ),VZ = ( 1 ),V3 = ( -1 ), est-elle
1

libre?

3@'— Remarque
B Toute famille dont I'un de vecteur est nul est ..........cccceeeveerieeneeennnenn.
B (u;)jep estlibre = .oovviiviiieeeeeeee,
B VueE/{0g} (1) estune famille .........cccccoevevuvriinnnnnnnns
B (1, 0) €StLHEE <= oo

B Une sur famille d'une famille liée est

B Une sous famille d'une famille libre est

....................................................

3.4) Base d’'un espace vectoriel

DEFINITION

Soient E un K-ev, (¢;) ;¢ une famille de vecteurs de E

déf

~ " 2 .
(u;)ie; estune base de E <= (u;);e1 estlibre et génératrice de E
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%;Bases canoniques usuelles
B Dans K,[X]: (1,X%,...... ,X"") est une base (base canonique ) de [, [X] .

Proposition :Notion de coordonnées

Soit B = (41, uy, ...... , Uy) une famille finie d'un K-ev E .
déf
~~ n L
BestunebasedeE «—= VxeE 3!(x1,x2,...... ,xp) eK” x= Zxkuk
k=1
X]
Onnote [x]g =] . ,on I'appelle les coordonnées de x dans la base B
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“A bien retenir

Pour qu'une famille (u;);e; soit une base de 1'espace vectoriel F = Vect((u;);ier) il suffit
qu’elle soit

%;Exemple

B Lafamille (cos,sin) est une base de I'’espace vectoriel F = Vect(cos,sin)

¢+ EXERCICE
Soit n dans N* et soit(a, b) dans R? tel que a # b.
1. Justifier que la familleB = ((X - cl)k)oS k<2n €st une base de Ry, [X].

2. Déterminer les coordonnées de (X — a)" (X — b)" dans la base B.
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¢v EXERCICE
Soient neN, ag,ay,...... , an des nombres distincts de K .
1. Soiti € {0,...... , n}, montrer qu’il existe unique polynéme L; € K, [X] vérifiant

1 si i#j
(Vjello,nl), Li(a;) =6;j=

0 siigj
On donnera une expression explicite de L;.

2. Montrer que la famille (Lo, L;,...L;) est une base de K, [X].

¢v EXERCICE

1. Soit p et g, deux entiers naturels : calculer I'intégrale
bl
Ipq :fo sin(pt)sin(gt)dt

2. Montrer que la famille (f; : x — sin(kx));<k<y, est libre (pour tout 7 € N*).

3. Que dire de la famille (fy : x — sin(kx))o<k<n?
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