MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

ARITHMETIQUES DANS Z

Notation.

9(a) désigne 'ensemble des diviseurs de a
Vac€ 2),

aZ désigne I'’ensemble des multiples de a

Remarques

Soienta,be”Z

b divise a < 9(b) c9D(a) < aZ c bZ

Ya)=2(-a)=9(lal)

1. Division euclidienne

Théoréeme

Soienta€eZ et be Z*,

A(q,r)eZ? a=bg+r et 0<r<|b|

q: Le quotient. (En python: a//b) NB: pb\a
r: Le reste. (En python: a%b)
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Propriétés
Soient a,b,c,d e Z

] (‘v’(u,v)eZz), albetalc= al|bu+cv
albetalc=al|b+c alcetb|d= ab|cd

alb = |a| < |b| blaeta|b < |a|=|b|

......

( Exercice )

Soient n, p € N* tels que p > n,effectuer la division euclidienne de 2” —1 par 2" - 1.

2. PGCD

-\@’-Déﬁnitions
Soit (a, b) € Z>\{(0,0)}.

Lensemble 2 (a) N 2(b) posséde un plus grand élément, noté a A b.

a/\bdgfmax(@(a)ﬂ@(b)):max{d€Z/ dla et d|b} e N*

Par convention: 0 A0 =0. NB: anb=0

Remarques

Soienta,be Z

an0=a| anl=1
anb=|a|lN|Db| a divise b< an b=|al

VdeZ, [(d|la et d|b) = d<aAnb]
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Théoreme

Soient a, b, q,r € Z,

a=bg+r = anNb=bAr

¢ Application : Algorithme d’Euclide
Principe : On effectue des divisions euclidiennes successives tant que le reste est non nul.
Soit (a, b) € ZZ/{(O, 0)}. On cherche d = aA b. Onnote ro = |al, r =|b|.

ro=riqy+rnr; O0<rp<n
rn=rxqs+rs O<rz<rnr
o =133+ T4 O<ryg<rs

y
Tn—2=Tp-1q9n-1+7n O0<rp<rp-1
T'n-1=Tnqn+0 Tn+1=0

Le pgcd de a et b est le dernier reste non nul obtenu par 'algorithme d’Euclide.

2@)nD(b)=2(anb)

- ( Exercice ) g

Soient n, p € N* tels que p > n,on écrit p=gn+r avec0<r < n.
1. Montrer que 3beN, 2P -1=(2"-1)b+2"-1.
2. Endéduire que (2P -1)A(2"-1)=2P""—1.
3. Montrer que (2" -1) divise (2P —1) < n divise p
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Caractérisation de PGCD

Soient (a, b) € Zz\{(O, 0)},d e N.

dlaetd|b
d=anb<—
VoeZ, d|laetd|b=0d|d

B aA bestle plus grand diviseur commun au sens de divisibilité aussi.

Soit (a, b) € 7>

VdeZ, (dla et d|b) = d | (anb)

Tout diviseur commun de a et b divise a A b.
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Autre caractérisation de PGCD

Soient (a, b) € Z>\{(0,0)}

aZ+bZ =(anb)Z

i} Corollaire
Soit (a, b) € Z>\{(0,0)}

VkeZ, (ka)A (kb)=|kl(anDb)
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Relation de Bezout

Soient (a, b) € Z>\{(0,0)}, deN

anb=d = 3(u,v)ez? telsque au+bv=d

§ S'il existe (u, v) € Z2 telsque au+bv=d ,alors (anb)|d

Exemple
I Déterminer le PGCD et les coefficients de Bezout de a = 600 et b = 124
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3@'— PGCD de plusieurs entiers

Soien ay, ay, ..., a, des entiers relatifs non nuls.

n

déf. . . .
/\ a; = Le plus grand des diviseurs positifs communs de a,, ay, ..., a,.
i=1

n 2
A a; € max(D(a) ND(az) ... D(ay))
i=1

n
B aZ+aZ+...+anZ= )\ aiZ
i=1

n n
® 3w, u) €2 Y wiai= N\ a;
i=1 i=1

n
W kayAkax A...Nkap =1kl )\ ai
i=1

3. Entiers premiers entre eux

-\@’-Déﬁnition
% Soit (a, b) € 7>

Les entiers a et b sont premiers entre euxsi: aAb =1

Théoreme de Bézout

Soit (a, b) € Z>\{(0,0)}

anb=1 < 3J(u,v)ez® telsque au+bv=1
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i} Corollaire

Soient a, b;,...,b, € Z. Alors :
n
Vie(|ll,nll,anbj=1 < an|][]bi|=1
i=1
® En particulier : Pour tous n, m € N*
anb=1 < anb'=1

anb=1 <= ad"aAb"=1
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Une décomposition utile

Soienta,be Z* et d=anDb, alors

a=dx
da,p € Z, avec anP=1
b=dp
ZE B
anb’ anb
ngreuve
Soit (a, b, c) € Z3.

albcetanc=1 = alb

Lemme d’Euclide

Soient a,b,ce Ztelsque anc=1

alb et c|b = ac|b

. J

® Engénéral:Siay,...,a, € Z deux a deux premiers entre eux . Alors :

ailb

n
Vielll,nll,a;|lb <

i=1
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4. Plus petit commun multiple (PPCM)

-\@’- Définition

Soient a,be Z*

déf c . : " S
av b= Le plus petit des multiples strictement positifs communs a a et b.

avbdgfmin(aZmemN*):min{mel\l*/ alm et blm}

Par convention: av 0 =0. NB: avb=0
%;Remarques
Soienta,be Z*
avl=]al VmeZ, (alm et blm) = avb<|m|
avb=|al|V|b| b divise a <= aVv b=|a|

Théoreme

Soient a,be Z*

aZnNnbZ=(av b)Z
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Conséquence

Soient a,be Z*

YkeZ, (ka)v (kb)=|k|l(aVvb)

Caractérisation de PPCM

Soient a,be Z*, meN.

almetb|m
m=avVvb<—
vm'ez, a|m'etb|m' = m|m’

B aV bestle plus petit multiple commun au sens de divisibilité également.

Soient a,be Z*.

VmeZ, (alm et blm) = (avb)|m

Tout multiple commun de a et b est un multiple a Vv b.
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¥y Lien avec le pged
§ Ya,beZ*, (avb)(anb)=|abl

En particulier: anb=1=—=avb=ab

-‘@’- PPCM de plusieurs entiers

Soient ay, ay, ..., a, des entiers relatifs non nuls.

n £
V ai e plus petit des multiples strictement positifs communs de ay, ay, ..., a,.
i=1
" def
\ ai = min(mZnaZn...na,ZnN")
i=1
n
mZnaZn...napZ=\/ a;Z
i=1
n
Vielll,nll, ailm— \/ a;lm
i=1
Y(ai,...,an,) €Z"YkeZ, (kay)Vv...v(kay) =l|kl(aiVv...va,)
n i=n
a,...,ap premier entre eux 2a2 — \/ a; = | l_[ a;|
i=1 i=1
fg Preuve
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5. Nombres premiers
- Définition
% Un nombre premier est entier naturel p = 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p

B Onnote & I'’ensemble des nombres premiers.

%Remarque

% Soit p e N*/{1}.

p est un nombre premier <— 9(p) ={-1,1,—p, p}.

%Exemples

1 n’est pas un nombre premier.
2 est le seul nombre premier pair.

3,5,7,...sont des nombres premiers.

Propriétés

Soit p un nombre premier.
B VdeN, dlp = d=1 ou d=p.

WmVYneZ, plnoupAan=1.

%;Remarques
BVp,geP, ptq—pnrqg=1.

MVYp,geP, p#qg=VapeN, p*ApP=1.
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O%%Proposition
>3
M p est premier <p=> Vkel2,p-1], pAk=1.
~— pA(p-D'=1
Soit p un nombre premier.
W plab = pla ou plb.
n
mpl[lai = 3iellL,nl, pla;
i=1
f! Preuve
Tout entier n = 2 admet au moins un diviseur premier.
En particulier : Si n > 2 n’est pas premier, il admet un diviseur premier p < y/n.
fg Preuve
Lensemble & des nombres premiers est infini.
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-@’-Déﬁnition :Valuation p-adique
Soientpe &, n=2.
valuation p-adique de 7 est notée v, (n).

vp(n) d:éfmax{ke N, pk | n}

Remarques
Soient pe &2, n=2.

vp(M)=0<p1{n
v,(M=1<plnet p*{n

vpy(m=a < p*lnet p*'{n

héoreme de décomposition en facteurs premiers

Tout entier n € N*/{1} se décompose de facon unique de la forme :

k
x (04 (067
n=p™...p% =[] p
i=1

ol p1,..., Px sont premiers et p; < pp <-+- < pr etay,..., o € N,

Cette formule s’écrit sous la forme :

n= plypl(n) ---pkvpk(n) = H pyp(n)
peP
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Propriétés

Soitn,meZ*

B VpeP, vy(mn)=vy(m)+v,(n)

Mnlm < Vpe?, vp(n) < vp(m)

%;L’expression de PGCD, PPCM

Soit m, n e N*\{1}, alors :

A= H pmin{vp(n),vp(m)} : mvn= H pmax{vp(n),vp(m)}
peP peP
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%;Exemples

1. Soienta€ Z,neN* et p € 2. p divise a si et seulement si p divise a”.

4
2. Montrer que {’/; est irrationnel.

6. Congruences

-\@’- Définition

La relation de congruence modulo n € N* :

7~

déf
Ya,beZ, a=b[n] =

—

nib-a

dkeZ/b=a+kn
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%Congruence modulo n
Soit n e N* .
B Larelation de congruence modulo 7 est une relation d’équivalence sur Z.
Réflexive:Vac Z, a=aln].
Symétrique: V(a, b) € Z?, a=b[n] = b= alnl.
Transitive: V(a,b,c) € Z°, (a=b[nletb=cln]) = a=clnl
B Laclasse d’équivalence de a modulon: a={xeZ, x=alnl}

VYa,beZ, da=b< a=bln]

Onnote Z/nZ = {0,1,...,7n} 'ensemble des classes modulo n

O%?;Régles de calcul
SoitneN* eta,b,c,d € Z. Alors :

a=blnletc=d[n] = a+c=b+d[n]etac=hbd[n].

a = b[n] kE:Z ka=kb[n].

N
a = b[n] AN aP = bP[n].

a=bln] < a%n=>b%n meéme reste.

Petit théoreme de FERMAT

Soit p un nombre premier.

VYaeZ, a’ = alp]

Sideplusanp=1, a’~ =1[p]
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( Exercice )

Soient p, g deux npmbres premiers distincts .

1. Montrer que p9~1 + gP~1 = 1[pq.

2. Soient neN*, telque nAp=1,

-1 -1
(@) Si p estimpair ,montrer que n'z = 1[p] ou n'z = —1[pl.

(b) Montrer que nP?~V =1[p?].
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%;Structure de (Z/n7Z,+, x)

B (Z/nZ,+,x) estun anneau commutatif d’éléments neutres 0 pour + et 1 pour x.

X+y=x+y XXY=XXy

B acU(Z/nZ) estinversible < ann=1.

B (Z/pZ,+, x) estun corps <= p est premier.

- ( Exercice ) :

1. Résoudre dans Z/7Z, I’équation suivante 3x = 5[7]

2. Résoudre dans Z/13Z, le systeme suivant :

3x+4y=5[13]

2x+5y="7[13]
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