MPSI 2 ®m LYCEE MEDITERRANEEN B A.HASNI

CONVEXITE

I désigne un intervalle réel contenant au moins deux points.

e aet bsont deux réels tels que a < b.

[a, b]l={Aa+(1-N)b; A€]0,1]}

1. Fonctions réelles convexes-concaves
DEFINITION :Fonction convexe
% B f:1— Restdite convexe sur I lorsque

Vx,yel, VA€[0,1], fAx+(1A-Ny)<Afx)+A-Nf(y)

' rd . pd Vd L3
Inter pretation geometrique

f est convexe si et seulement si tout arc de sa courbe est situé en dessous de la corde cor-
respondante.
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Exemple

La fonction valeur absolue est convexe sur R car pour tous x,y € Ret A € [0,1], d’aprés 'in-
égalité triangulaire :

Ax+ A =Nyl <IAl-[x|+]11=Al- |yl = Alx]+ Q= A)]yl.
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DEFINITION :Fonction concave

f est dite concave sur I lorsque — f est convexe. (i.e)

V(x,¥) e’ VAe 0,1, fAx+ A =-My)=Af(X)+ A=A f(y)

Ce qui signifie que tout arc de sa courbe est situé au dessus de la corde correspondante.

%;Exemple

La fonction £n est concave sur R .

Vx,yeR et A€[0,1], €n(Ax+(1—-A)y)=Aln(x)+(1-AN)en(y)

*O-Remarque
@ q

B Si f est convexe ,alors

x+y) - f)+f

2
viny el f(= -

B Si f est concave ,alors

Xty _ fO+FY)
2 2

Y (x,y) €%, f(

Propriété :Caractérisations avec les pentes des cordes

Soit f: 1 — R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
B (i) f est convexe surl.

B (ii) Inégalité des trois cordes : sipour tous a,b,cel, a<b<c,

fb) - f(a) _ flo) - f(a) _ fle)—-f(b)

b—a c—a c—b

MNP ————————

a b
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Propriété :Caractérisations avec le taux d’accroissement

Soit f: 1 — R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

B [ estconvexe sur I.

fx)-fla

W Pourtoutacl, T,:x— est croissante sur I\{a}
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est croissante sur R*

) L.
est décroissante sur |0, 1]

Propriété :Caractérisation avec la dérivée

Soit f:I— R dérivable sur I.

B | est convexe si et seulement si f est croissante sur I

B [ est concave si et seulement si f” est décroissante sur
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Corollaire : Caractérisation avec la dérivée seconde

Soit f:I— R deux fois dérivable sur I.

B | est convexe si et seulement si f =0 surl.

B [ est concave si et seulement si f” <0 surl.

Exemples
|

Propriété : Caractérisation avec les tangentes

Soit f:1 — R dérivable sur I.

B [ est convexe si et seulement si son graphe est au-dessus de toutes ses
tangentes. (i.e)

Vix,@)el?, f(x)=f(a)(x—a)+f(a)

B | est concave si et seulement si son graphe est en dessous de toutes ses
tangentes.(i.e)

V(x,a)el?, f(x)<f'(a)(x—a)+ f(a)

—
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Convexe Concave
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Courbe en dessous Courbe au-dessus Courbe au-dessus Courbe en dessous
des sécantes des tangentes des sécantes des tangentes

- @’- Points d’inflexion

Soient f € €*(I,R) et a € I. On suppose [ définie au voisinage de a a gauche et a droite.

f admet un point d’inflexion en a si et seulement si f” s’annule et change de signe en a.
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Propriété : Inégalité de Jensen

é Preuve
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- @’- En particulier

B Si f est convexe,

12 1 L
B Si f est concave,
1 & 1 L

2. Exerices d’entrainement

<z EXERCICE 1

1. Montrer que: Vx> -1, In(x+1)<x.
T 2
2. Montrer que Vx € [0, E]x — <sin(x) < x.
b

3. Montrer que Vx € [0, 1] l+4x<e*<l+x(e-1)

7 EXERCICE 2

Soit f et g convexes sur R, et g croissante .
1. Montrer que gof est convexe .

2. Application : Montrer que f convexe avec f(x) = (1+ x)*.

i} EXERCICE 3
; Montrer que Va,b =1, ln(%b) >Vinalnb
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i} EXERCICE 4
Soit f, définie sur ]0, +oo[ par f(x) = xIn(x)

1. Montrer que f est convexe sur |0, +oo|.

2. En déduire ,Ya, b, x, y €]0, +oo[ xln(g) + yln(%) = (x+y) ln(%)

ﬁ EXERCICE 5

Soit x1,...x, €]0,+00|

1. Montrer que

T T T S(xX1x2...xp)0 <
—t+ =+ = n
X1 X277 Xp
2. Montrer que
n (X1 +X2...+ x,)?
2, 2 2 =
X{+HX5+... Xy n

n+1\"
3. montrerque VneN, n!< >

X1 X2 Xn
4. Montrerque —+ —...+ —=n.
X2 X3 X1

¢ EXERCICE 6

1 1
Soit p, g €]0, +oo| tels que ; + 5 =1

xP i
1. Montrer que :Vx, y€]0,+oo[, xy=<-—+ %
p

n n
2. Soient Xi,...Xp, Y1,-..,Yn €10, +0o[ tels que ) | le =9 yl.67 =1,
=1 =1

n
Montrer que Z xiyi<1
i=1

3. Soit xy,...Xu, ¥1,---, Yn €10, +00[ ,Montrer 'inégalité de Holder :

ZXiJ’iS(fo) (Zyiq)
i=1 i=1 i=1

4. Soit p > 1 .Montrer I'inégalité de Minkowski :

§ iTYVi = § X; + E,yi
i=1 i=1

i=1
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