LYCEE MEDITERRANEEN

DEVOIR SURVEILLE N°3

Samedi 23 novembre 2024

Durée : 4 heures

N.B :Les éléves sont invités a porter une attention particuliere a la qualité de la rédaction et de la présentation. La
référence des questions doit étre mentionnée et les résultats doivent étre encadrés.

Si, au cours de I'épreuve, un éleve repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit
sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

EXERCICE 1.

Trouver les fonctions f: R — R deux fois dérivables vérifiant :
VteR, f'(0%-f)?=1 et flO)=1

EXERCICE 2.

Trouver toutes les fonctions f : R — R, continues, telles que pour tout x € R:

X
f(x):x2+f tf(x—ndt
0

EXERCICE 3.

Soient f, a et b trois fonctions continues de R, dans R. On suppose que la fonction a est posi-
tive et on note A une primitive de a sur R,. On suppose enfin que pour tout x =0

X
0<f(x)< b(x)+f a(0) f(ndt
0

X
1. Montrer que la fonctionH : x — f a(t) f(t)dt vérifie une équation différentielle de la forme::
0

H' — aH = ab + ¢, ol @ est une fonction continue et négative sur R, .

X
2. Endéduire: Vx=0, f(x)<b(x)+ eA(X)f a(Ob(pe 2 0dy
0
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EXERCICE 4.

Soient a et b deux nombres réels. Les parties suivantes sont-elles majorées? minorées? Dans
un tel cas, quelles sont leurs bornes supérieures et inférieures?

_1\n
{(—1)”6L+E nel\l*} {a+( D"b
n n

nel\l*}

EXERCICE 5 : DENSITE DE Z + V27 DANS R.

Soita¢ Q,onnote A=Z+aZ={p+aq|p,qeZ.
1. Montrer que la différence de deux éléments de A est un élément de A.
2. Justifier 'existence de m = inf(ANRY).
3. Lobjectif de cette question est de montrer par I’'absurde que m = 0. On suppose que m >0
(a) Montrer qu'il existe b,b’ € Atelsque m<b< b’ <2m.
(b) En déduire une contradiction.
4. Lobjectif de cette question est de montrer que A est dense dans R.
(a) Rappeler la définition de la densité d'une partie de R dans R.
Soient x,yeR,x< y

(b) Montrer qu’il existe ce AtelqueO0<c<y—x.

X
(c) Montrer que b = L—J ¢+ c estun élément de A appartenant a ] x, y[ et conclure.
c

5. Utilisation :
Soit f une fonction continue de R dans R périodique de périodes 1 et v2, montrer que f est
constante sur R.

PROBLEME 1.

N In(1-1)
On pose a présent £(0) = 1 et pour tout £ €]0,1[:  £(t) = ————.

1. Montrer que ¢ est continue sur [0, 1]
On appelle alors fonction dilogarithme la fonction Liy définie pour tout x € [0,1[ par:

X
Lig(x):f 0(r)dt
0

2. (a) Montrer que Liy est dérivable sur [0, 1] et étudier sa monotonie.

Cette monotonie prouve que Li, posséde une limite en 1, éventuellement infinie. Le
théoreme sous-jacent s’appelle le théoréme de la limite monotone et on 'admet pour
le moment.

A
(b) Montrer que pour tout £ € [0,1[: —In(1-1) < -7 puis que £(¢) < 1—-1In(1-1).

(c) En déduire que pour tout x € [0,1[: Liz(x) <2x+ (1 —x)In(1 — x), puis que la limite de
Li; en 1 est finie.
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3. (a) Montrer que pour tous € [0,1[ et n € N*

_:_1 1—f —
X:: . n(l—1) fo n du

—u
n t l.n+1
(b) En déduire que pourtous € [0,1[etneN*: 0<-In(1-1)— Z ? T
= _

n Ic xn+1
(c) En déduire que pour tous x€ [0,1[ et ne N*: 0<Lix(x)— Z

=1 -x

n xk
(d) En déduire que pour tout x € [0,1[: lim Z — = Li2(x), mais aussi que pour tout
n—+oo /= k

n
1
neN*: Z 72 < imLiz(x).

2
(e) Montrer que Li, est majorée par % sur [0, 1[, puis en déduire lin} Liy (x).
x—)
4. (a) Calculer lirq InxIn(1 — x).
X—
2
(b) Montrer que pour tout x €]0,1[:  Liz(x) + Liz(1 - x) = % —InxIn(1 - x).

n
1
(c) En déduire I'existence et la valeur de hm Z TER
=1

PROBLEME 2.

I: Equation différentielle non linéaire xy' —|y| =
On s'intéresse a I'équation différentielle &: xy'—|yl=x* qu’on souhaite résoudre sur R.
1. Préliminaires : On note &~ 1'équation différentielle: xy'—y = x* et &' I'équation différen-
tielle: xy'+y=x°
Soit I un intervalle inclus dans R} ou dans R”.
(a) Résoudre & surl.

(b) Résoudre &* sur 1.

2. Résolution de & sur R}

(a) Déterminer les solutions strictement positives de & sur R}.

(b) Montrer que & ne posseéde pas de solution strictement négative sur R .

(c) Soit y une solution de & sur R} ; On suppose que y n’est pas strictement positive.

i. Montrer que y est strictement croissante sur R} .
ii. Montrer que y s’annule une et une seule fois sur R} en un certain point .
-
3x

Si x<a

iii. Déduire du signe de y que pour toutx>0: y(x)=
x(x—a) si x>«
iv. Que vautlalimite de y en 0" ?

(d) Réciproquement, soit a > 0. On note y la fonction obtenue en c)iii). D’apres tout ce qui
précede, y est solution de & sur ]0,a[ et sur ]a, +oo[. Montrer que y est dérivable en «
en étudiant son taux d’accroissement en a a gauche et a droite. En déduire que y est
solution de & sur R tout entier.
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(e) Quelles sont finalement toutes les solutions de & sur R} ?
3. Résolutionde & surR:
(a) Soit y une solution de & sur R.

i. Montrer, en exploitant les resultats précédents, que y est de la forme x — x(x+A)
sur R} pour un certain A = 0.

ii. Montrer que x — y(—x) est solution de & sur R.

(b) En déduire finalement les solutions de & sur R tout entier.

II : Solutions périodiques
Soient a € R* et ¢ € € (R, R) périodique de période T > 0.
On s’intérese a I'équation différentielle (F): y'+ay=wv dinconnue y € 2(R,R).
4. Montrer que pour toute solution de (F), la fonction x — y(x + T) est aussi solution (F).
5. Soit y une solution de (F) . Montrer que y est T-périodique si et seulement si: y(0) = y(T).

6. Montrer que (F) possede une et une seule solution T-périodique.

111 : Equation fonctionnelle  f(x)? - f(1)*> = f(x+ y) f(x— )

On se propose de déterminer les fonctions f € € (R,R) pour lesquelles pour tous x, ye R :

fP=f@P=fx+nfx-y (@
7. Soit f une solution (G) . On fait I'hypothese supplémentaire que f est deux fois dérivable sur
R et n’est pas identiquement nulle.
(@) Quevaut f(0)?

(b) Montrer que pour tous x, y €R:

"+ fa-y=fa+nfx-y
(c) Endéduire que pourtous x,yeR; [ (x)f(y) = fx) f" ).

(d) En déduire que pour un certaina e R: f"

a, une expression explicite de f.

+af =0 , puis déterminer, en fonction de

8. Verifier que les fonctions trouvées en 7)d) sont bien solutions de (G).

9. Soit f une solution de (G) non identiquement nulle.

V4
(a) Montrer que pour un certain z € R: f fde #0.
0

2 —Y)\2
(b) Montrer que pour tous x,yel]%:f(g) —f(xzy) =fX)f).

oy A o o

(d) En déduire que f est dérivable sur R, puis que f est méme deux fois dérivable sur R.

(c) Montrer que pour tout x e R: f

X

10. Quelles sont finalement toutes les solutions de (G) 2
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